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SULLE SUPERFICIE 

NELLE OVALI 

LA SOMA DEI DUE lAGfil DI CDRY4T11A PRINCIPALE fi COSTANTE 

BTOT JL 

DI 

VIiISSE DIVI 



1. L' integrazione della equazione che dà le superficie per le quali la somma 
dei due raggi di curvatura principale è costante, presenta delle gravi difficoltà se 
si vuole fare uso delle coordinate ordinarie. Queste difficoltà spariscono servendosi 
del nuovo sistema di variabili introdotto nella Geometria dal Sig. Ossian Bonnet (*); 
ed io in questo breve lavoro mi propongo appunto di trovare l' equazioni di tali su- 
perficie in questo sistema di variabili, e di mostrare inoltre come, quasi coi me- 
lodi stessi impiegati dal Sig. Bonnet nella trattazione delle superficie di area minima, 
si possano risolvere varii problemi intorno alle superficie che considero, e si possa 
anche trovarne alcune loro proprietà. Ma dapprima bisogna che io richiami dalla 
bella memoria dell'illustre Geometra i preliminari del suo sistema di coordinate. 

2. Siano f, y), K le coordinate ortogonali di un punto qualunque M di una su- 
perficie ; le variabili x, y, % che il Sig. Bonnet introduce nella Geometria sono re- 
spettivamente : 1* angolo del piano condotto per la normale MN parallelamente ali* asse 
delle (; col piano delle (f, (;) ; il logaritimo della tangente della metà dell* angolo che la 

{*) Vedi Journal de UouvHte.tDm. V. 2. serie 1860. 
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normale fa coli* asse ^ , e la distanza dell* orìgine alla traccia del piano tangente 
sol piano delle ({,t)). 

Per ragioni facili a scoprirsi il Sig. Bonnet chiama rispettivamente meridiani 
e paralleli le linee coordinale x = cost , y = cost , e ponendo 

dz dz 

di = ^' di^ = «' 

d? ' dxdy ' dy* * 

Egli dimostra che fra le antiche e le nuove coordinale esistono le relazioni 

{ cos d? + y) sen X = — z — i tang iy,q , 
, - , I E sen « — Yj cos « = p , 



costy 
che riduconsi alle altre 

r cos (« — &>) = — z — j tang iy,q , 
(2\ / ** sen(«— a>)=|i, 

( = r- » 

costy 

introducendo le coordinate polari r ed a» in luogo delle rettangolari ( e y). 
Ponendo inoltre 

(3) r + t'tangty.j -f-zs=tt» «=v, I + t tang ty^ «= 10 

trova le relazioni 



(4) 



dtt d» . ., 
-=~-)-»uu,gH,.i«», 

di» dv 

jj^ = j^ + ilang.j,.o, 

. dC 
» = ««'»• di' 



(5) ^ tp=.co«tj»T-, 



K. d't . . d<:\ . 
*^'l'd*''*'"*°'*d^j *' 
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e dimostra che le equazioni (4) sono carallerisliche, cioè che tre funzioni qualunque 
di d? e y prese per i valori di ti , v, «; e che veri6cano le equazioni (4), si riferi- 
scono sempre a una, e a una sola, superficie. 

3. Premesso ciò, passiamo a occuparci delle superficie per le quali si ha 

R -f- R'=> 2m , 

ove R e R' sono ì due raggi di curvatura principale, ed m è una costante. 
L'equazione che dà i due raggi di curvatura di una superficie qualunque {u^v^w) è 

K* — {u^w) cos iy. R -4- {uw — v*) cos* iy^^O ; 
le superficie che noi cerchiamo sono dunque quelle per Te quali si ha 

dm 



(6) ti4-t» = 



cos ty 



Differenziamo questa equazione rispetto ad y coli* avere riguardo alle equazioni (5); 
si otterrà l'altra 

dar d|f cos ty 

che, integrata, ci darà il valore di K relativo alle superficie in questione. 
Questa equazione d' altronde è subilo integrabile, e ci dà 

(7) C « /(« -f- ty) -H ft{x — ly) — mi tang ty , 

ove f e fx sono due funzioni arbitrarie reali o immaginarie. 

Volendo evitare in questo integrale la forma immaginaria, basterà scriverlo 

5=,^ L(x ^ ty) -+. ^ (« — iy)\ H- |U« (» — iy) — 9t (» — iy) I — mi tang ty , 

essendo 9 e ^g due funzioni reali. 

In ciò che segue, porremo per brevità 

(8) «.«/(«•4-«t^)-^/.(»-tV), 

il valore di C per le superficie R -H R' »« 2m , sarà perciò 

(9) C = Ci — mt tang ty. 

4. Conoscendo ora il valore di C» si otterrà quello di s dalla terza delle equa- 
zioni (1)9 mediante un' altra integrazione che dipende soltanto dalle i|uadrature. 
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Questa integrazione porterà una funzione arbitraria X dì Xf h quale dovrà deter- 
minarsi in modo che 1* equazione (6) resti soddisfatta. Tale determinazione si fa però 
facilmente. Osserviamo infatti che avendosi 

a =^ I C cos it^ dy -+- X = I Kicos iy dy 4- m cos jy — m -+- X, 

i/o i/o 



sara 



d'i r^d'C C^ 

tt = T^-I- rtangiy.^ -f- «« I j^rCOstydy+ I ?, cosiy dy -f- 6, • sen ty 



-+--^-m-+-X"-4.X; 
cos ty 

.., d*C. dX 

ma poiché _.^_=0, 



SI avra 






talché integrando per parti due volte di seguito nel secondo membro» e indicando 
con l-r-' I ciò cbe diviene t-^ per y «s » si otterrà 

\^y /o ^y 

.m^X"^X. 



dy ^ \d«/o cosiy 



Osserviamo ora che si ha w =» :- + cos ìv -r^ » per cui se si vuole che sia 

cos^ 'dy *^ 

ti 4. w s -. « bisognerà che si abbia 

costy ^ 



U/o 



m^X''H-X = 0. 



LMntegrale di questa equaaone darà per X il valore cercato che sarà 
X»Gco8ff-f'G'8enc-H 1 \t^\ senfa — ff)da-f-m, 

j-*) rappresenU fl valore di j-* 
per «««y y«s 0. 
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Ponendo dunque per brevità 

(10) %^= C C08 X + C' senx -h | C, cos iy dy -H 1 1-^' J sen (a — x) da , 

si avrà pel valore di % , 

(11) X = x,-h meosft^, 

e si osserverà che in x, i termini Ccos jb, C'seno;, possono sempre trascurarsi, poi- 
ché basta trasportare gli assi delie (|, y), (;) parallelamente a loro stessi nel punto 
( — C, — C, 0) per fare sparire i medesimi termini dal valore di z. 

5 Per le formoie (9) e (11), le equazioni (1) e (2) si trasformano nelle altre 

E cos a? H- Y] sen » = — «j — tC» sen ty — 



cos iy ' 



(12) < I. d*i 

^ ' ^ {sena? — Yi cosa? = -r-? 

K = S, — mi tang iy. 



r cos (x — w) = — «, — iC, sen tti :— , 

^ ' ' ' ^ cosiy 

^ ' ^ rsen (a? — tó) = r-^» 

ax 

C = S, — mt tang ty. 

E poiché in queste equazioni le quantità 2 e {;, sono conosciute, possiamo dire che 
se le une che le altre sono le equazioni in termini finiti delle superficie cercate 
R -f- R'= 2m. Dopo di avere assegnato le forme delle funzioni arbitrarie che en- 
trano nei valori di z, e {;„ T eliminazione di a; e y dalle equazioni (12) o dalle (13) 
darebbe 1* equazione in (« yi, C, o in r, u, C delle superficie in questione. 

Per ciò che precede, si vede che i valori di ii, v, w per queste superficie sono 
dati dalle formoie 

m . de, 

I* = : cos Iti r-i , 

cos ty ^ dy 

(14) \ t>=costy — , 

m . de, 

te; = : 1. cos ty -T~ • 

cos ty dy 

Tom. VII. N. 1. 2 
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6. Chiamando B 1* angolo che la normale a una superficie fa colf asse delh* 2; , 
ai ha 

i lang iy = cosO ; 

se dunque si danno ad m due valori qualunque differenli ^ e ^, , la formula (8) 
ci mostra (cosa evidente anche a priori) che le superficie (h) e {h^) corrispondenli 
alle stesse forme delle funzioni f ^ fx sono superficie parallele fra loro , e quindi 
anche a quelle corrispondenti ad m = 0, cioè alle superficie di minima estensioiìc. 

7. Applichiamo ora le formole che abbiamo trovate alla ricerca e allo studio di 
alcune superficie semplici fra quelle per le quali R + H'= 2m. 

Poniamo nel valore di ^, 

1 1 

/(«-Hiy) =- -(a-+-i6)(a? — tV) ' /, {« — «V) = — 2(0 — »^)(« — *y) 

sarà 5,«=fl« -+-^» 

e l'equazione (10), trascurando i termini in coso; e sen «, darà facilmente 

«I = — (ax -h hy) % sen ty — h cos iy ; 
talché le equazioni (13) et daranno 

/ vi.' ^ 

r cos (X — w) = 6 cos ty — 



cos ty 
(15) ^ r sen (w — x) = ot sen ty , 

Ii^=^ax-Jhby — mi tang ty , 

per le equazioni delle superficie R + R' = 2m corrispondenti alle forme adottate 
delle funzioni / e /*,. 

Nel caso di a e ^ nulli, si ottiene da queste formole l'equazione r*-^ K*== tu', 
la quale ci dice che fra le superficie che si considerano havvi la sfera di raggio m; 
cosa ben nota. 

Quando a soltanto è nullo» le equazioni precedenti riduconsi alle altre 

, IH 

r = 6costy — 



(16) j ~"» 

[ K = by — miUngty, 

le quali ci mostrano che le superficie corrispondenti sono di rivoluzione , e hanno 
per curva meridiana la curva la cui equazione in r e C si ottiene eliminando y d» 
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quesle ullicne. Escludendo dalle nostre considerazioni, il caso di 6=0, che ci dà 
la sfera, l' eliminazione di y dalle equazioni (16) si fa facilmente. La prima di esse 
ci da infatti 



(17) cos 






e sostituendo nella seconda, coli* osservare che 

- , ^e08*h.y - 1 

cos tv = cos h.y , lang h.y = ^ » 

* »» e » cosfc.y 

si ottiene per la equazione richiesta 

(18) ^ = ftarc cos fc J - j- =t V/ j-.^ H- -7- 1 =i= 7-^ — === 

Essendo V angolo che la normale a una superficie fa coli* asse delle C, si h» 

t tang iy = cos , 
per cui nel nostro caso sarà 



V/ 2r"-+- 4fii6 — 46' ±: 2r v'r» -+- 4m6 
cos = =p _^ / . — = 

Osserviamo ora che il valore (17) di cos ty, e quindi quello (18) di K sono 
reali per r = , quando b <Cm} se ne conclude che le superficie di rivoluzione, 
che ora studiamo, corrispondenti ai valori di b<Cm , hanno delle falde che tagliano 
r asse di rivoluzione, e queste falde presentano sulP asse una specie di regresso, poi- 



V m 



che il valore W 1 di cos per r = è differente dall* unità. La superfì- 
cie corrispondente a 6 = m è tangente ali* asse. 

1 
Poiché si ha in ogni superficie cos2t^ = -* la prima delle equazioni (16), 

ber 6 = m , ci dà r = — - , e questa ci mostra che la curva meridiana della 

sen 

superficie di rivoluzione (16) corrispondente a6=:m, gode della proprietà geome- 
trica che la lunghezza della normale è media proporzionale fra la lunghezza della 
tangente e la costante m. 

Se T è la lunghezza della tangente, il raggio di curvatura di quella curva <> 
(lunqtie 

R = 2m - ^ mi. 
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Vedremo fra non molto che le superficie di rÌTolazione avenli per meridiane le 
curve (16) sono le sole superficie di tal classe 9 e pi» generalmente sono le sole 
«superficie avenli un sistema di linee di curvatura in piani paralleli die godano della 
proprietà R -f- R'=^ 2m. 

8. Il Sig. Bonnel ha dimostrato che per qualunque elicoide le quantità tt,v, te; 
sono funzioni di u soltanto e reciprocamente: dunque le equazioni (15) per a e b 
qualunque rappresentano delle elicoidi. Volendo, potremmo ottenerne l'equazione in 
r, u, C che é però complicata. Per 6 = 0, m = le equazioni (15) danno T elicoide 
gobba a piano direttore; si ha dunque (N? 6) che le elicoidi (15), corrispondenti a 
^ = 0, sono parallele all'elicoide gobba a piano direttore. 

9. £ facile vedere che fra le superficie R + R' = 2fii non vi sono altre eli- 
coidi che quelle rappresentate dalle equazioni (15). Infatti in una superficie del 
genere elicoidale, ti, v, w sono funzioni di y soltanto, quindi ( è tale che 

dC 

a essendo una costante. 
Nel nostro caso 

5 = f{x 4- ly) -h /, (a? — iyì — mi tang ^; 

si dovrà dunque avere 

/' (« -i-«V) + /. (« — ^) =a; 

e se si pone 

f'{x-hiyì = a-hi^ y sarà f'i{x—iyì=a — « — ^, 

e a e ^ saranno costanti. Segue da ciò che C (trascurando le costanti) sarà della 

forma K = ax — 2py — mi langty , 

che coincide colla terza delle equazioni (15). 

Perchè una superficie abbia le linee di curvatura di un sistema in piani paral- 

leli a quello delle (^,y)) deve aversi v s=sO, cioè — =aO; segue da ciò che le su- 
perficie di rivoluzione avenli per meridiane le curve (15) sono le sole che abbiano 
un sistema di linee di curvatura in piani paralleli e che godano della proprietà 

R 4- R' = 2m. 

10. Essendo in qualunque elicoide ti, v, w funzioni di y soltanto, e le linee 
y =3 cost. essendo in questo caso le eliche, si ha che in qualunque elicoide 1* inte- 
grazione delle equazioni delle linee di piò gran pendenza , delle linee dì curvatura, 
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delle asiololi cbe ec. ec. si riduce alle quadrature , e si ha inoltre che queste linee 
sono tutte tagliate sotto un angolo costante da una stessa elica. Quando si prendono 
H considerare le superficie R + R'= 2m, si trovano le proprietà delle linee di più 
gran pendenza e delle asintotiche soltanto nel caso delle elicoidi: non si ha dunque 
in ciò nulla di nuovo. 

il. Trattandosi delle linee di curvatura, si ha che la loro equazione può inte- 
grarsi per tutte le superficie R + K'= 2m. Essa infatti è stata data dal Sig. Bon- 
net per qualunque superficie sotto la forma 

e nel nostro caso, per le forinole (14) diviene 

\^x/ /' {« -H ^y) -+• fi (^ — iy) <J« 

che ponendo 

« -4- iy = «, , X — «y = y, 

si riduce all'altra 

S)/T^àx,^ ±: iJ\/Ti^)dy,-^ C. 

Questa equazione è indipendente da m, ed è perciò la slessa di quella che si ha per 
le superficie di minima estensione. £ evidente d' altronde (N. 6) che non deve es- 
sere altrimenti. 

12. Chiamando V angolo delle linee di curvatura con quelle di più gran pen- 
denza, si ha in generale 

(20) Ung 29 = -^ , 

W— Il 

e per le superficie R + R'= 2m 

dC. 

(21) lang2fl = ^ 

che è indipendente da m : e per le superficie elicoidali R + R'= 2m, si ha 

(22) tang ^^ = t : 

se ne conclude che nelle superficie eliandali per le quali R -f- R'= 2m, l'angolo 
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sotto cui le linee di curvatura tagliano quelle di più gran pendenza è costante ed 
indipendente da m. 

Per 6 =0, == 45°: dunque nelle elicoidi parallele all' elicoide gobba a piano 
direttore le linee di curvatura tagliano quelle di più, gran pendenza sotto angoli 
di 45^ 

Osservando che in qualunque superficie le linee di curvatura dividono per 
metà V angolo delle Unee asintotiche, si vedrà che il leorema precederne dà luogo 
air altro che ci dice che nelle elicoidi parallele all' elicoide gobba a piano diret- 
tore le due linee asintotiche sono egualmente inclinate sulle linee di più gran 
pendenza e su quelle di livello. 

13. È facile di vedere che fra le superficie R-f- R'= 2m le elicoidi sono le 
sole superficie che godano delle proprietà che le loro linee di curvatura taglino 
quelle di più gran pendenza sotto angoli costanti, Infalli la equazione (21) ci mo- 
stra che per lali superfìcie deve aversi 

die dy ' 

con h coslanlc. Sarà dunque per la forinola (8). 

/' {* + »9) = j i^p- i-!n? I •^■' <* - *»> ' 

per cui se si pone 

/' {x - iy) =-• a — 1(5 , 
sarà 

V per la Icoria delle funzioni di una variabile complessa « e |3 saranno coslanli , 
ciò che porla che Ki avrà appunto la forma ax + by. 

14. È facile pure di vedere che le elicoidi R -f- R'^= 2m sono le sole super- 
ficie del genere elicoidale che godano della proprietà che le loro linee di curvattira 
taglino quelle di più gran pendenza sotto angoli costanti. 

Infalli il Sig. Bonnol ha dimostralo clic per le superficie elicoidali si ha 

Y' 

ti = ^ , V = acosiy i w = . 



t lang %y 



essondo Y una funzione qualunque di t/ , Y' la sua derivala, ed a una costaiile. 
Per le elicoidi per le quali la proprietà (22) ha luogo, deve dun<iiie aversi, per 
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la (20) V C08 ty — tY sen ty = 2M* sen ^ cos ly , 

t'ssendo b una cosUnle. Inlegrando si olUene 

Y C08 iy = — b C08* àf -hC 
e perciò 

A e 

« = — o tosai -I :- » 

' cos ty 

C 

essendo C una cosUnle. Ne segue cbe w = bcosiw -\ : » e con ciò rcsla oro- 

' cos ty 

vaio quanlo voleTamo. 

Segue di qui cbe le elicoidi parallele alF elicoide gobba a piano direllore sono 
le sole elicoidi cbe godano delle proprie là espresse nei leoremi secondo e leno del 
num. 12. 

15. Se poi si prende a considerare l'equazione 

(23) »dy"-f- 2rdyd« -h tMl«*= 

delle linee asinloliclic, e si osserva che ({tiesta equazioni^ e soddisfalla da y = cosi, 
soliamo per u ^ 0, ciò cbe nel caso delle elicoidi porla anche w = 0, se ne con- 
eluderà cbe l* elicoide gobba a piano direttore è la soia elicoide nMi quale le eli-' 
che formino un sistema di linee asintotiche. 

16. Consideriamo ora le linee isometriche, quelle cioè cbe dividono la superBcie 
in quadrali infinilamenle piccoli. La delerminazione di quesle linee dipende, in ge> 
nerale, dalla inlegrazione delle equazioni 

1{u -h iv) dx -h (» -h tto) dy = , 
(tt — iv) dx-h {v — iw) dy = , 

e se a -hi^ è ì\ fallore che rende inlegrabile la prima di quesle equazioni, le lì- 
nee dei due sislemi vengono rappresenlale dalle equazioni 

\ («tt — Pv) da5 -h (av — Qw) dtf =: , 
(25) 

I («v -f- (3tt) da5 -f- {ato H- p») dy = 0. 

E chiamando > e >, gli angoli delle linee del primo e del secondo sislema con 
quelle di più gran pendenza, si ha 



(26) 



3 
lang > = - , 

a 



lang>,= — I 
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Ciò posto osserviamo che per le elicoidi, le quanlilà u,VjW essendo funzioni della 
sola y, il fallore che rende integrabile la prima delle equazioni (24) è 



U IV 



ti -h tv tl*-H V* M -h V 

le equazioni (25) divengono perciò in questo caso 
(27) ^ -^^ 

f y = cOSt. 

Si ha dunque che in qualunque elicoide le eliche e le loro trajettorie ortogonali 
(che sono una serie di linee geodetiche) formano un doppio sistema di linee iso- 
metriche. 

La prima delle equazioni (27) e 1* equazione della serie di linee geodetiche del- 
l' elicoide che sono ortogonali colle eliche. 

Il teorema or dimostralo è anche conseguenza evidente di quello del Sig. Bour 
sulle superficie applicabili sulle elicoidi. 

16. Per le superficie R + R'= 2m le equazioni delle linee isometriche sono 
integrabili soltanto nel caso delle elicoidi. Non si ha dunque nulla di nuovo. Ma 
considerando le elicoidi parallele ali* elicoide gobba a piano direttore, le equazioni 
(26) ci danno 



a cos* tu 
tang A = i , tangA,=' 



m 



m '' " a cos iy ' 



e se si chiama fx 1' angolo che i meridiani fanno colle linee di più gran pendenza, 
si ha in generale 



la"g f* = ^ > 



quindi, per le elicoidi in questione , 

a cos' itf 
m 

V, perciò fi=s — À ; se ne conchiudc che nelle elicoidi parallele alla elicoide gobba 
a piano direttore, i meridiani e le trajettorie ortogonali delle eliche sono egual- 
mente inclinate sulle linee di più gran pendenza. 

Se (p è r angolo delle eliche colle linee di più gran pendenza, si ha di qui. che 

r angolo dei meridiani colle eliche è — 2<p — ^ . 
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17. La ricerca delle superficie R-f-R'«»2m che hanno latte le loro linee di 
curvatara piane, rientra in quella delle superficie di area minima che godono della 
stessa proprietà, e che è stata fatta dal Sig. Bonnet. Io per questo non me ne occuperò. 
Terminerò cercando le superficie R + R'^s 2m che passano per due rette date, 
restringendomi però al caso in cui esse siano parallele. Supponiamo che V una delle 
rette si confonda colmasse delle y, e che l'altra sia situata nel piano parallelo a 
quello delle (£, Vi) che ha per equazione K ^h; avremo per qualunque valore di y 

(ssO per X =^0 f K=>h per x = kit^ 

essendo k un numero intero dato. 

Poniamo ora il valore generale di ( sotto la forma 

^ ==" 2 h <y "*"**)"*■ ^ <2^ "" **M ■*■ ^ U« (2^ '^" *^ ^ ^"« *y- 

La prima condizione richiede che si abbia 

(p iy) = mi tang t^f , 
per qualunque valore di y, quindi sarà 

9 fe -+• *y) = w»* lan« (*8f — «) > 
e per conseguenza 



'^ COS" 



t tangttf sen'x « F / . » / . »1 

Per determinare 9, osserveremo che per x >=» ki: deve aversi ( = fc, per cui sarà 

* = y ?i (y ■+- »H — ?t (y — **«) > 

che, integrata colle differenze finite, dà 

essendo 9^ {*) ^ui& funzione periodica che ha per periodo 2ikn , cioè essendo 



?.W=2A,e^', 



ove la sommazione 2 ^^'^^ intendersi estesa a tutti i valori intieri di p. 
Si avrà dunque per la superficie ricercata 

cos'ty — sen'as kn ^ ^ k 



Tom. VII. m. i. 
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Se la snperficìe deve passare anche per on altra retta tale ebe C = Jk' per x^A^ir, 
ove V è no namero intero, dovremo avere per tolti i valori di y 

(29) fc' = ^+SA^'«eii?*'i.; 

e se si ha -r; = IP 9 e se -r é la frazione irriducibile equivalente a -7^9 si soddisferà 

alia equazione precedente prendendo per p tutti i multipli di n. Giungerenuno a 
conclusioni analoghe se la superficie dovesse contenere un maggior numero di rette. 
Supponendo nella equazione (28) A^= 0, si ottiene la superficie che ha per 
equazione 

(30) ^^ »uygn>«en;x ^^ 

cos^ty ^ sen X 

ove et è costante, e che soddisfa essa pure ali* equazione R + R'= 2fii, e contiene 
un numero infinito di rette tutte parallele fra loro e corrispondenti ai valori di 
X = li:, ove > è una quantità qualunque. 

È da osservarsi ancora che noi abbiamo ottenuto soltanto delle superficie che 
passano per rette parallele a rette date, talché dobbiamo determinare le costanti C,C' 
che entrano nel valore di t in modo che le rette date abbiano ciascuna un punto 
sulla superficie. Queste costanti sono soltanto due ; perciò quando le rette sono pia 
di due, avremo delle equazioni di condizione. 

La quantità che nei paragrafi precedenti abbiamo chiamata (,, per la superficie 
(28) è data dalla formola 

co8*ty — sen*a5 «ir ^ '^ k 

Parigi 14 Aprile 1865. 
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SULL'USO DEI DETERMINANTI 

m KiFMESBJITAIE LA SOMMA 

DELLE POTENZE INTERE 

DEI NUMERI NATURALI. 

NOTA 

DI F. SIAG<:i 



Sìa il determinante 



P. = 



1 I I I 



S 3 4 



3 6 



4 







z z z^ z^ 



m 

m{m — i) 
i.s. 

m{m — i) {m 



ì 
m 

(m 



i) m 



— «) 



i.s 

(m -+- i) m(m 



— *) 



1.S.3 



i.S.3 



m 



(m -f- ì) m 



i.% 



,m 



»«•+! 



AlFaltima orizzontale aggiungendo la i*, la s*, la 3*, . . . . Vennesimaf 
rispettivamente moltiplicate per s*, z*, 2*.... zT"^, si ottiene 



P.== 



• • 



2 3 4 



3 6 



4 



m 




m 


-t-i 






m(m — 


\\ 


(m 


-hi)m 






l.S 






i.» 






m(m — 


•i)(m- 


-»)(m 


-t-«)i» 


(m — 


1) 



l.S. 3 



I.S.3 



(2+0(z+i)*(z+i)'(z+i)* . . (zH-ir 



(zH-i)"*"^' — (m-4-i)z" 



20 ANNALI DI MATEMATICA 

ovvero 

P, = P,^., — 1. 2. 3. 4 ... . m{m -h i) z". 
Quindi si avrà 

P,^, = P,^j. — i. 2. 3... {m -4- i) (a -4- i)' 

P,+, = P,4.3 — l'i. 3... (m H- i) (a -+- 2)" 

P,+3 = P,+4 — 1. 2. 3... (W -I- l) (5 -+- 3)" 



P*+« = !**+«+. — «. 2. 3... (m -h i){z-h n)"; 
e perciò sommando, e fatto z = 0, si avrà 

(i) p„^j r= 1. 2. 3... (m -t- (*"-♦-*"-♦- 3" -I- .... n"). 

Prima di cercare il valore esplicito di P,^, osserviamo una sua curiosa 
proprietà. 

Riprendo il determinante P« , e pongo — z in luogo di z. 

Cambio il segno a tutte le verticali di sede disparì^ e quindi all'ultima 
orizzontale aggiungo la prima , la 2*, la 3*, la m*, moltiplicate rispettiva- 
mente per z% — z, z*, — z' . . . =4= z*""*, ed otterrò 

P-, = P-(*-i) =*= *• *• 3.'.. (m -+- i) z* 
Il segno superiore vale quando m h impari, Tinferiore quando è pari. Perciò 
P-, = P-(*-i) =*= 1. 2. 3... (m -t- i) z" 
P-.<,-„ = P-<s-a) =*= 1.«.3... {m -4- i) (z — 1)" 



P_, = Po =fc= 1.2.3.... (m -4- l). 1* 

e sommando, cambiato z in n, 

(2) =*= P-« = 1.2.3... (w -4- l) (l* -4- 2"* -+- 3* -f- . . . n"). 

Confrontando questa formola colla (i) si ricava 
od anche 

(3/ P» = =*= P_(«+i) 

Cosi la somma dei numeri cubi è espressa da 

n' (n -4- 1)* 

; , 

4 

che non cambia nh di segno nh di valore se pongasi — (/t + i) in luogo 
di 71. La somma delle quarte potenze dei numeri naturali è 
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n(n -4- i) (2w H" i) (3 n^ -4- 3 w — t) 

e questa forinola cambia di segno, ma non di valore» ponendo — (» -4- t) 
invece di n. E così via discorrendo. 

Per determinare il valore generale di P« , scrìvo primieramente il deter- 
minante P« còme s^ue 



P« = 






nr 

m 
i 



n' 



n 



. > 



i.s 

{m -t- l) m{m — i) m{m -^ l) m — i 



1.2.3 



i.s 



n 



. . 



• • 



Moltiplico quindi la s.* colonna per (m H- i)» la 3.* per (m + i)m... l'ul- 
tima per (m + 1)... 3.s; divido in seguito la s.' linea per (m+i)m, la 3.* 
per (m -h i) m (m — i), . . . l'ultima per (m -4- i) m . . . 3.f.i. Otterrò 



P^=i.». 3... m 



I 

1.2 

1 
1.2. 3 



(ot-+-i)»" 

1 

1 

1 

1 .2 



(ot-HìV».»**"' (n»-hi)m...3.2. » 



1 
1 



1.2.3 (m + l) 1.2... 17» 1.2... (m-1) 



1 

1 



Siano ora 



"I » "a » . • . • A^ , . . , A„,. 



i complementi algebrici degli elementi della prima linea del determinante 
del secondo membro. Si avrà per una proprietà fondamentale dei determinanti 



w 



1.2.3*. .ITI 



=7i"^'+(/»+i)A,n"'+(m+i)i»A,yi"^'.... {m + i)m{m- i) 3.2.1. A^/i 
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(5) 











1 

1.2 



= 



1. 2. 3 

1 
i. 2.3.4 



1 


A. 


1 

1.2 


Aa H- ^ A, 


1 
1.2.3 


A, H Al 

1.2 



-+- — A, 



+ 



i.2.3...r-f-i 1.2.3. ..r 



A. 



-^^A. 



Ora le equazioni (s) sono le equazioni di condizione affinchè il prodotto 

l + A,X + AaX*+... + A^X'"+... il — + — + + + + 1 

' J L 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3 J 

sia eguale ad x. Perciò si avrà 

= 1 -♦- A, jc -t- Aa j:* H- A3 j^ -f- . . . . /») 



(*) Questo metodo può serrire a trovare il valore di alcune specie di determùianii Per esem- 
pio il Sig. Enrico D'Ovidio (Giornale di matematiche di Napoli, 1863 ; pag. 137) ha provato che 

1 



P.= 











1 

1.2 



1 

T 



1.2.3 1.2 



1 
1 







1 



1 
I 



1.2.3...n 



1.2.3..}! 1.2..n— 1 1.2..ii^-2 *.2.. n— 3 
Ora è evidente che i determinanti che si ottengono facendo successivamente 

sono i complementi aritmetici degli elementi 2.' 3.* 40. . . . della prima linea del determinante 

1 — « «* — »* 

1 . « 



r{«) 



-L 1 i 
1.2 1 

1 1 1 

1.2.3 1.2 I 





1 
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Ora è facile dimostrare che 

A3 ^^ A5 '~~ Ay ^^ »••• A j|. I ^^ 0* 

Infatti dalla prima delle (s) si ha A, => — J. Perciò portando al primo 
membro il s? termine deUa serie, si vede che tatti i termini contenenti po> 
tenze impari di x devono svanire perchè la funzione 



1 c*-l-c • 



H X = X 



e* — e ■ 

non cambia né di valore né di segno, cambiando ;r in — x. Inoltre è noto 
che dinotando- con B, B3 B5 ... i numeri BemuUlani si ha generalmente 

Quindi si avrà 

p 

(6) "^ T-C = 1* -*- 2* -t- 3- -H . . . . (» i)* -+- fi* 

^ ' 1. 2. 3... m(m -hi) ^ 

m -^i 2 1.2 "' 1. 1. 3. 4 ^ ' 

Questa espressione, quantunque molto somigliante a quella data dal Cauchj 
ne'suoi Bésumés analjtìques (pag. 72), e riportata nel Drattato d^ Algebra 
del Novii parte prima, p. 177^ si presenta sotto una forma diversa. Si passa 
però dall'una all'altra sostituendo [ in virtù della formola (3)], — (n+t) in 
luogo di n, tenuto conto del cambiamento di segno quando n'è il caso. (*) 
Quanto ai numeri Bemulliani la loro espressione generale è stata data 
dall'Eulero, e dal Laplace. 11 prof. Genocchi in una Nota inserita negli An- 

Onde si ha 

f{x)^ \ + P,« + P, «> + P, OP» + ... 

o=i-P. 

ora queste sono le coodirìoni perchè /(«) sia eguale ad t* = — - — 5; 

*-r+rt-ecc. 

Perciò 

p «-J 

Inversamente il metodo dei coefficienti indeterminanti può servire a trovare i coefficienti di una 
serie espresso per determinanti. 

(') Veggasi una mia nota sulla somma delle potenze intere dei numeri naturali inserita in 
questi Annali (1861. Genn. e Febb.) 
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nali di Scienze Matematiche e Fisiche del prof. Tortolini (Settembre ìS$%), 
rha ricavata dai coefficienti della funzione 



IX 



e'*— 1 



sviluppata in serie, ed ha trovato 

r-+-i 1 rm(m — i) m{m — i) m(m — ì)(m — 2) 



-. r-t-i 1 rm[rn — i) m(m— 

r— p+nZTi'piL 1.2 1.2 



1. 2. 3 



(2^ — i) 



m{m — i)(m — t)(m — 3) , . . , 



1. 2. 3. 4 



m(m — i)(m — 2)(w — 3) (w — 4) ^^, _ jr ^ gr _ ,) _^ 



1. 2. 3. 4. 5 



-^(— *r(('» — *r — (m—^Y ■+-(m— if — ... =*= 1 jj, 

ove /it è un numero qualunque maggiore di r. 

I complementi A^ A4 Ag . . . A^i^ trovati di sopra possono servire ad 
esprimere i numeri Bemulliani B, , B3 . . . B,^., per mezzo di determi- 
nanti. Si avrebbe infatti 



Bjr-i = 





1 


1 














1.2 


1 








1 


1 


1 











1.2.3 


1.2 


1 






1.2.3.. .2r 


1 


1 


1 




1 






1.2.3.4 


1.2.3 


1.2 




1 






1 


• 

1 




1 




1 







1.2.3...(2r-f-l) 1.2.. .2r 1.2...2r-l 1.2...tr-2 1.2 



^i»%r^^»»»%^^^^l^^ 
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swu Ai4!iiia niim delu imu mu snnincii tfpucuni n 

NOTA 

DI ULISSE DINI 



^0^ 



Nel lavoro che vado ad esporre considererò dapprima le superficie di curvatura 
costante negativa, e dimostrerò un teorema su esse. Prenderò in secondo luogo a 
studiare le superficie sviluppate di quelle di curvatura costante, con che verrò a 
determinare la classe di superficie applicabili su quelle di area minima, sulle quali 
dimostrerò pure alcuni teoremi. Considerando poi le superficie sviluppate di quelle 
per le quali il rapporto dei due raggi di curvatura principale è costante darò una 
classe di superficie di rivoluzione tutte algebriche e dello stesso ordine (U sesto) ap- 
plicabili r una suir altra. Farò in ultimo conoscere alcune superficie applicabili sulla 
ellissoide schiacciata di rivoluzione, sulla iperboloide gobba di rivoluzione e sulla pa- 
raboloide ellittica pure di rivoluzione. 

La superficie che qui chiamo, col Sig. Bonnet, sviluppate di un altra sono quelle 
luogo dei centri di curvatura di quest'ultima. 

Superficie a curvatura costante negativa, 

1. Il Sig. Liouville e in seguito il Sig. Codazzi hanno preso a studiare le su- 

1 

perfide di curvatura costante d= -| , e hanno dimostrato che quelle di curvatura 

positiva -^ sono applicabili tutte sulla sfera di raggio a, mentre quelle di curvatura 

negativa s ^^^ applicabili sulla superficie di rivoluzione che ha per meridiana 

la curva delle tangenti di lunghezza costante a. Adesso che il Sig. Bour ha dimo- 
strato il teorema che « esiste sempre una certa elicoide applicabile sopra una super- 

(*) Da qnetto lafoio sono estratti i teoremi che ho ayoto l' onore di presentare all'Accademia delle 
di Parigi neUa sedata del 18. Febbrajo 1865. (V. Comptes Rendns, tom. LX. P. 340.) 

Tom.YILIf.i. 4 
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ficie di rivoluzione data » possiamo spingere pia dire gli stadj sulle saperficie di 
curvatura costante, e possiamo proporci (come io qui faccio) la ricerea se non di 
tutte, almeno di alcune fra le elicoidi di questa classe di superficie. Ma prima di 
fare questa ricerca sarà utile che io richiami la dimostrazione del teorema del Si- 
gnor Bour. 

2. Si chiama superficie elicoidale la superficie generata da un profilo, di forma 
qualunque, situalo nel piano meridiano di un cilindro di rivoluzione, e moventesi , 
senza cangiare di forma, in modo che i suoi punti descrivano delle eliche dello 
stesso passo, e situale fra cilindri dello stesso asse. 

Ciò posto, prendiamo ' per asse delle % V asse del cilindro, e per assi delle xe y 
due diametri ortogonali della base; prendiamo inoltre per coordinate p ed ta sul- 
l'elicoide le eliche e le curve secondo le quali essa è tagliata dai piani meridiani 
del cilindro. Potremo evidentemente rappresentare questa superficie colle equazioni 

X = p cos (u , y e= psen &» , z = mu -f- ^ (p), 

ove m è una costante eguale al passo delle eliche diviso per 27r, e 9 (p) una fun- 
zione che determina la forma del profilo generatore. 

Le coordinate p ed <u non sono ortogonali , come si vede formando V elemento 
lineare ds'; per questo introdurremo il parametro v delle curve ortogonali colle eli- 
chef, e prenderemo per coordinate p e v. Allora dovendo considerare &» come fun- 
zione di p e V avremo 



m 9' (p) I épAv -^ (J^) (p'-h m*) dv\ 



E poiché le curve p ed v sono ortogonali , ed &> deve evidentemente contenere v , 
sarà 

(1) (p'-f- m*)^^m<^ (p) = 0. 

Integrando questa equazione si avrà ta che dovrà contenere una funzione arbitraria 
di V, che prenderemo uguale a kv. Avremo perciò 

(2) d»'= j 1+ ^^ I Y+ *• (P*+ »»*) Av\ 
per la forma dell'elemento lineare delle elicoidi. 
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Ponendo 



n/ 



'+^*-*" 



SI avrà 



pc= + (tt) e dj»= du* -H F («) dr*. 



e poiché questa forma conviene anche alle superficie di rivoluzione, il teorema è di- 
mostrato. 

Questa dimostrazione è queUa data dal Sig. Bertrand nel suo eccellente trattato 
di Calcolo Differenziale. 

3. Osserviamo di passaggio che queste formole ci mostrano che nelle elicoidi le 
trajettorie ortogonali delle eliche sono linee geodetiche, e se ne conclude perciò che 
ndle elicoidi non 9viluppabiU le eliche non poswno essere nud Unee qeodetiéhe. 

Queste formole ci mostrano ancora che nelle elicoidi le eliche sono le linee di 
^j;ual curvatura, e se ne conclude per ciò che se due elicoidi, di eurvaiura non 
costante, sono applieabiUp le diche dell'una vendono necessariamente a disponi 
sulle diche ddl'aitra. 

4. La forma (2) dell* elemento lineare delle elicoidi ci permette ora di passare 

1 

alla ricerea di alcune fra le elicoidi a curvatura costante -i. 

Osserviamo perciò che l'elemento lineare delle superficie di curvatura costante 
può porsi sotto la forma 



se dunque si pone 



ds'r=dtf'-f-co6'-dv'; 

a 



a '^ 



si vedrà facilmente che, fra le elicoidi di curvatura costante vi sono quelle i cui 
profili x=sf (p) soddisfanno all'equazione 

Questi profili sono dunque in numero infinito poiché ik ed m sono arbitrarii, e 
si dèterminerebhero integrando questa equazione. 

5. Pel caso di a reale si avrebbero delle elicoidi applicabili suUa sfera, ma noi 
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in questo caso osserveremo soltanto che ponendo. 

ifcW= 1 , m*= — a* , 

si ottiene 

la quale ci mostra che esistono due elicoidi rigate immaginarie applicabili sulla sfera , 
nelle quali le generatrici rettilinee sono parallele agli asintoti di un circolo » e il 
passo delle eliche è Sirat , a essendo il raggio della sfera. Queste due elicoidi hanno 
una linea reale (l'asse delle %). Esse però a parlare propriamente, non differiscono 
r una dair altra. 

6. Pel caso di a immaginario la equazione (3) diverrà 



p.^„«+pV(p).=j^^^^_, 



e integrata darebbe l'equazioni dei profili generatori di un numero infinito di eli- 
coidi, di curvatura costante negativa. Io non mi occuperò dell* integrazione di quella 
equazione nel caso generale, ma soltanto considererò le elicoidi reali che si ottengono 
quando fra ^ ed m si stabilisca la relazione 

la quale lascia sempre una delle due quantità ft e m p. es. m, arbitraria, e soltanto 
minore di a. In questo caso si ottiene la equazione 

la quale ci mostra che le curve che, nel caso attuale, costituiscono i profili genera- 
tori delle elicoidi di curvatura ^ > sono quelle che hanno le tangenti di lunghezza 

costante ed eguale a ^ a* — fff. 

Indicando dunque con h il passo delle eliche, si potrà enunciare questo teorema: 

1 

Fra le elicoidi di curvatura costante negativa -vi sono queUe U cui profilo 



I F 

generatore è una curva dette tangenti H lunghetta costante \/ f^ — 73* ^ ^^ 

sendo il passo comune détte diche descritte dai differenti punti dd profilo* Le 
dieoidi corrispondenti a tutti i valori di h compresi fra %ero e 2Yra« e che sono 
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j»er oonsegiiaisa m numero inpnUot hanno tutu la stessa emrvaswra ^-^^e «mo 

tutte afpUcabiU. 

Qaeslo teorema mi sembra assai rimarehevole » giacché la svperficie di rìvolo^ 
àone tipo di qvelle di coiratara costante negativa ha appunto per meridiano una 
curva dalle tangenti di lunghezza costante a. Essa non è che T elicoide del teorema 
precedente corrispondente ad h = 0. 

7. Su questa curva dalle tangenti costanti osserverò ancora che la superficie di 
rivduxione da essa generata gode della proprietà òhe tutti i suoi parali^ hanno 
la stessa curvatura geodetica, e dte essa è la sola superficie di rivoluzione die 
gode di questa proprietà. Gò risulta subito dalla definizione della curvatura geor 
detica. 



Superficie sviluppate di quelle di curvatura oostanie. 

Il Sig. Weingarten (*) ha dimostrato che essendo p e p' i due raggi di curvatura 
principale di una superficie si Jia il teorema : « Il sistema delle sviluppate corrispon- 
denti al raggio di curvatura p di una famiglia di superficie caratterizzata dalla equa- 
zione p'= 7 (p), costituisce una classe completa di superficie applicabili 1* una sul- 
r altra, e di cui una superficie di rivoluzione che dipende dalla funzione f può es- 
sere riguardata come tipo : » Fa soltanto eccezione il caso nel quale fra p e p' si 
verifica la relazione pp'^^ cost , nel qual caso , per avere una classe compieta di su- 
perficie applicabili bisogna unire alle sviluppate delle superficie di curvatura costante 
le superficie gobbe il cui elemento lineare può porsi sotto la stessa forma che queUo 
delle medesime sviluppate. 

Servendomi di questo teorema io considererò ora le superficie sviluppate di quelle 
per le quali si ha 

ove a è una costante reale o immaginaria. 

9. Osserviamo che pel teorema del Sig. Weingarten» l'elemento lineare delle 
superficie sviluppate di quelle per le quali si ha p» 9 (p), può porsi sotto la forma 

(1) d«»= dp*+ e* ^r=F?àv* (••) 



(*) y. Giornale di Creile tom. 59. 

C*) É Ami siogolaie la fonoola — | ' *' .1; che dà la c uwatur a di queit» •fBappete, non che 
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dunque pel caso in questione si avrà 

(2) ds" = dp*-h (p»— a") àv\ 

A questa forma nel caso di a reale, si riduce pure 1* elemento lineare delle supera 

ili 

ficie sviluppate di quelle per le quali si ha - + -, = -: è ben chiaro d'altronde che 

ciò deve avvenire , poiché le superficie di curvatura costante positiva -^9 sono pa- 

1 

rallele a quelle di curvatura media costante -• 

a 

10. Passiamo ora alla ricerca delle superficie di rivoluzione il cui elemento li- 
neare può porsi sotto la forma (2). Osserviamo perciò che prendendo per coordinate 
sopra una superficie i meridiani, e i paralleli, e essendo p V arco del meridiano, e v 
quello del parallelo fisso di raggio arbitrario a, si ha 

d5»=dp'-H-5dt;», 

a 

ove r è il raggio d' un parallelo qualunque. Per le superficie che noi cerchiamo 
dovrà dunque aversi 

(3) r'=«'(p»-a»); 

7, d»* dr* 

E poiché se r é r asse di rivoluzione, si ha ^-5- -f- tt = 1 , si avrà per V equa- 

dp dp 

zione delle curve meridiane delle superficie in questione 



(4) 



Éi=t/_!:L__i 

ér V «* (r'4- aV) 



Queste superficie saranno in numero infinito, poiché a è arbitrario. 
il. Distinguiamo ora i due casi di a reale e di a immaginaria: 
1? Caso: a reale: In questo caso si hanno le superficie di rivoluzione contenute 

nel sistema di sviluppate delle superficie di curvatura costante positiva , e applicabili 



r altra — rr che dà la curvatura geodetica delle linee p = cost cioè delle linee d* intersezione della 

sviluppata colla superficie formata dalle normali aUa superficie primitiva lungo le linee per le quali il 
raggio di curvatura principale p è costante. 

É ancora da osservare che supponendo ^ (p)=:co8t, si ottiene subito il teorema che ci dice che; La 
superficie sviluppata di qualunque superficie eanale è una superficie sviluppabile. 
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sa queste svilappale; l'eqnaiione delle curve meridiane è la stessa (4) o l'altra 



'■-"••••)|'^(g)'| . 



(«<!). 



la qaale ci mostra facilmente che, in queste curve, se si conduce la tangente MF, 

e la normale MN , e si prende PQ = oa , la linea FH 

sta al raggio MP del parallelo in un rapporto costante - • 

12. Consideriamo ora il caso di a immaginaria , il 
quale ci condurrà a dei risultati più rimarchevoli. 

In questo caso l'elemento lineare delle superficie 
sviluppate di quelle per le quali si ha 

PP = — « > 
ds*= dpV (p*-f- o») dr*, 




Fig. (1). 



prende la forma 
(5) 



e la equazione delle curve meridiane delle superficie di rivoluzione comprese in 
questo sistema di sviluppate diviene 



ovvero 



(6) 



dr V «'(i^-'oV) *' 

'-'•-i|-^(g)'i . 



la quale mostra subito una proprietà geometrica di quelle curve. 
In questo caso » può ricevere tutti i valori reali , e per a ^ 
curva 



iy si ottiene la 



(7) 
ovvero 



d« 
dr 



a 



^f>-a*' 



(è)"-i-(£)"i' 



la quale ci mostra che, nella curva corrispondente, se si prende PQ = a (Fig. 1) e 
per punto Q si conduce una parallela alla normale, la parte di questa retta com- 
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presa fra Tasse e l'ordinata sarà costantemente eguale alla parte di asse compresa 

fra r ordinata e la tangente. 

13. L* integrazione dell' equazione (6) dipende dalle funzioni ellittiche, ma quella 
della equazione (7) si fa immediatamente. Sì ottiene da essa 

r a= a cosh. - , 
a 

che è r equazione di una catenaria avente per direttrice V asse delle %. E ricordando 
ora che la superficie di rivoluzione avente per meridiana una catenaria è di area 
minima se ne conchiude il teorema che: La dasse delle superficie applicabili su 
qttéUa di rivoluxione di area minima è costituita delle superficie sviluppate di queUe di 
curvatura costante negativa, e (per il teorema di Weingarten) delle superficie gobbe U 
cui elemento lineare prende la forma 

d«'= dp*H- (p"-+- o') Av% 

e che si sanno completamente determinare. Quando dunque saranno conosciute le 
superficie di curvatura costante negativa, potremo dire di conoscere del lutto anche 
la classe di superficie applicabili su quelle di area minima. 

14. Passiamo ora alla ricerea delle elicoidi applicabili sulle sviluppate delle su- 
perficie pp'=^ — a', cioè a dire sulle superficie di area minima. 

L* elemento lineare di un elicoide di cui 2=9 (tt) è il profilo generatore, si 
può porre (N**. 2) sotto la forma 

d«»= 1 1 H- !0^ 1 dtt*+ k" (tt'-f- m») dv' 

essendo sempre 2irm il passo delle eliche, e k una costante arbitraria. 

Le elicoidi che cerchiamo sono quelle il cui elemento lineare può porsi sotto la 
forma (5); se dunque poniamo 

p»-f- 0*== k* (tt»-h m«), 

la funzione 7 che dà i profili generatori, delle elicoidi cercate 9 dovrà determinarsi 
mediante 1* integrazione della equazione 

In questa k eé m sono arbitrarie, e si hanno perciò un numero infinito di elicoidi 
applicabili sulle superficie di area minima. 
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L^ integrazione generale di questa equazione è complicatissima^ ed io non la farò 
che pel caso in cai si abbia 






con che verrò ad ottenere an numero sempre infinito di elicoidi» giacché m resta 
arbitrario e soltanto compreso fra e a. 

In questo caso la equazione (8) ci dà facilmente 



a* — m* 



donde si ottiene 

L* integrazione del secondo membro si fa subito ponendo ti => — , e si ottiene cosi 



finalmente 



. ,p (u)- J?E^u-^ a«- m'-i^^ are sen fc^ -h C . 
V m m «* 



per r equazione di un numero infinito di curve che sono profili generatori di altret- 
tante elicoidi applicabili sulle superficie di area minima. 

Per m= a, si ottiene la elicoide gobba a piano direttore. 

15. Fra le superficie gobbe applicabili su quelle a area minima ve ne sono un 
numero infinito che sono ben rimarehevoli. Esse sono le elicoidi generate da una 
retta che si muove appoggiandosi sopra una elica e facendo un angolo retto con 
questa elica, e un angolo costante qualunque colle generatrici del cilindro sul quale 
la elica è descritta. 

Sia infatti p il raggio della elica data, di passo 2irm, e a 1* angolo costante che 
le generatrici della elicoide fanno colle generatrici del cilindro, e sia a' 1* angolo che 
il piano meridiano del cilindro fa col piano che projetta la generatrice sul piano 
delle xy. Indicando con u la lunghezza della generatrice contata a partire dalla elica 
data» e con u l' angolo del piano ZX col piano meridiano del cilindro di raggio p, 

Tom. VII. R. I. 5 
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è cliiaro cbe le equazioni della elicoide saranno 



ìb ss p cos tt -H ti sen a cos (u + a') » 
(10) { y =s p sen 0} -f- tt sen a sen (u -f* «0 » 

per cui 8i avrà 

(il) d^=3 dtt'+ 2 sen a (p sen V 4- mcot a) dtt du 



(, . . cosa P -f- m"\ , , , 
tt' -f- 2ttP h ^-—^-3 — I sen'dcdo'. 
'^ sen a sen'dc / 



Ma osserviamo ora che le linee u e u non sono che le generatrici e le eliche delle 
elicoidi; e siccome le eliche possono ottenersi portando svile generatrici mia lunghezza 
costante a partire dalla elica data, che é ortogonale colle generatrici» se ne conclude, 
per un noto teorema di Gauss, che le linee p ed « sono ortogonali, e che quindi 
si ha 

(12) psenof H- mootassO: 

Ponendo dunque sen « do =» dv , e cangiando nella equazione (10) u in ti — ^ , 

sen or 



SI avrà 



ds»« dttV/«*H ^ì dir- , 

\ sen* a/ 



hi quale ci mostra che le elicoidi in questione sono applicabili sulla elicoide gobba 
a piano direttore^ le coi eliche hanno per passo 

2nfii 



(13) h 



sen* a 



U teorema è dunque dimostrato (*) 

16. Sì vede di qui che si hanno un numero infinito di elicoidi gobbe applica» 
bili sopra una stessa superficie di area minima,, come, per esempio, sopra una stessa 
elicoide gobba a piano direttore le cui eliche hanno per passo 2iiaj é chiaro, infatti, 
che esisteranno un numero infinito di valori di m e di a che soddisfina alla equa- 

m 
zione a = — «- 

sen' a 

(*) QMito taofema era noto, ed io Tho qui liehiamato per aerfimieae nel N*. 17. 



niRA ED APPLICATA. SS 

Io questi eqoasioiie noo eomptrìsoe p, e come d'altroode doveva ayTenire Telica direltrìct 
può essere Iracciata sopra un eilindro circolare lalt'affilto qnaloiHiiie. La lìnea di 
stringimento di queste elicoidi dipende semplicemente dal raggio di questo cilindro. Si vede 

—* u 
infatti che la corvatara geodetica delle eliche è-t 1» dunque l'elica corrispon- 
dente ad tt a=s Of eioè duella distante dall'elica direttrice di una lunghessa — ^ ^ 

^ sena 

(contata sulle generatrici)» é una linea geodetica ed è per conseguenta anche la li- 
nea di stringimento. 

17. Mi piace di fare osservare che le elicoidi gobbe che ora ho studiato pos- 
sono considerarsi come le superficie luogo delle normali condotte a una elicoide qua- 
lunque lungo una stessa elica, o, in altri termini, che si ha il teorema : Le super- 
ficie luogo dMe normali a una eUcoide qualunque ìungo una stessa elica sono a 
cono direttore di rivohuàone, e sono perdo nuove diandi di cui ìe eUehe hanno 
lo stesso passo e lo stesso asse di quelle della dicoide data. 

Infatti, r equazione di una elicoide di cui s «^ ^ (u) è il profllo generatore , e 
2nm il passo delle eliche, è (N*. 2) 

(14) » = m are Ung ?? -f- 9 {Va^-hf) , 

X 

e lungo una stessa elica di raggio p si ha a?'-H 9*=^ p*. 

Se dunque X, Y, Z sono i coseni degli angoli della normale cogli assi si avrà 

v_ -my-4-y'(p)pa; y - »»^ + y'(p)py 



(14') Z = 



— p 



•m'4- p'H- pV (p)* • 



e siccome p è costante lungo una stessa elica, se ne conclude che le normali al- 
l' elicoide, lungo uila stessa elica, fanno angoli costanti colle generatrici del cilindro 
su cui r elica è descritta; e da ciò risulta facilmente tutto il teorema. 

18. Considerando dunque le elicoidi del N*. 15 come le superficie luogo delle 
normali lungo un elica ali* elicoide (i4), si ha per la (14') 

m" -f- pV (p)» 

m -h p -+- p 9' p • 
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e il passo delle eliche della elicoide gobba a piano direttore tu cui queste ultime 
superficie sono applicabili, è per conseguenza (per la (13)) 

(15) * = 2«»j-.-^. + l 

e poiché h non può mai esser zero» se ne conclude che: In qualunque elicoide le 
eUche non possono essere mai linee di curvatura. Questa conseguenza d'altronde 
si ottiene subito anche coli* osservare che siccome le normali alle elicoidi lungo le 
eliche fanno angoli costanti coli' asse, le loro indicatrici sferiche sono altrettanti cir- 
coli, e quindi per essere linee di curvatura dovrebbero essere piane. 

19. Per ciò che precede le infinite elicoidi luogo delle normali lungo ciascuna 
elica di una stessa elicoide qualunque si applicano tutte su quella gobba a piano di- 
rettore; però questa elicoide non é la stessa per ciascuna di quelle superficie* 

É facile d' altronde di vedere che vi sono soltanto le elicoidi sviluppabili che 
godano della proprietà che le superficie elicoidali luogo delle loro normali lungo 
tutte le loro eliche si applichino tutte suUa stessa elicoide gobba a piano direttore, 
e quindi anche l'una sull'altra. 

Dalla formola (15) si vede infatti che per le elicoidi che godono della proprietà 
enunciata si deve avere 

e* essendo una costante. 

Ora per queste superficie la formola (2) del N°. 2 dà 



che ponendo 

si trasforma neir altra 

d5»= dH-+- r» évi 

che è la forma dell'elemento lineare che conviene soltanto alle superficie svilup- 
pabili. 

20. Riassumendo adunque possiamo dire che: La classe delle superficie applir 
cabUi su quelle di area minima è costituita delle superficie sviluppate di qwdle 
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di curvatura couante negativa, e delle superficie gobbe il cui demento ìitìeare può 
porsi sotto la forma 

d«»« dp*-+- (p* -f- o*) dv\ 

In questa classe di superficie applicabili si trovano le superficie di rivolu%ione 
aventi per meridiane le curve (6), e fó dicoidi U cui profilo generatore ha per 
equauane la (8). Vi sono inoltre le superficie gobbe elicoidali generate da una 
retta che si muove appoggiandosi sopra una eUca e facendo un angolo retto con 
questa dica, e un angolo qualunque, ma costante, colie generatrici del cilindro 
sul qual^ questa dica è descritta» Queste elicoidi possono essere considerate come 
le superficie luogo ddle normali a una elicoide qualunque lungo una stessa dica. 

21. Io m* arresterò ora un momento sulle più semplici superficie a area minima, 
e darò una formola semplicissima per la lunghezza dei due raggi di curvatura della 
superficie di rivoluzione generata dalla catenaria, e per quelli della elicoide gobba 
a piano direttore, espressi gli uni per 1' arco della curva meridiana, e gli altri per 
la lunghezza delle generatrici. 

Per queste superficie, 1* elemento lineare ha la forma 

d«'=dp*-H(p»4-o")dv% 

ove pél* arco di un meridiano per V una , e la lunghezza della generatrice per 
r altra. 

Indicando dunque con R, R' i due raggi di curvatura principali di queste su- 
perficie si avrà 

(16) RR' = _l£l±^, 

e poiché 

R -H R' =* 0, 
se ne dedurrà 

(17) R»_R'===fcL±-2: 



che è la formola che testé citava. 

22. Riferendoci soltanto alla elicoide gobba a piano direttore, queste formole (16) 

e (17), dimostrano che lungo Tasse di stringimento della superficie la curvatura è 

1 

massima ed eguale a 1 , mentre i raggi di curvatura sono minimi ed eguali a ±:a. 

a 

£ da osservarsi che a non é che il passo delle eliche diviso per 2ir. 
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Ponendo p s=afjua ^ con /x variabile, le forinole (16) e (17) ci danno 

RR' = - (,,>+ l)«aS R = d= (f*'+ 1) a , 

e se ne deduce che mentre le lunghezze delle generatrici crescono, a partire dalla 
linea di stringimento, crescono pure le lunghezze dei raggi di curvatura e la curva* 
tura diminuisce, e se le lunghezze delle generatrici crescono come i numeri 1,2,3... 
i raggi di curvatura crescono come i numeri 1'+ 1, 2'-f* I9 3'-H l»*** e la cur- 
vatura diminuisce come i quadrati di questi numeri. 

Osserverò ancora che chiamando a l'angolo che le normali a questa elicoide 
fanno colf asse si ha 

cos a = -- / / 4 • ovvero langa = , 

VoM-7 P 

formola semplicissima che fa conoscere facilmente a quando è data la lunghezza della 
generatrice corrispondente al punto che si considera. Per questa formola la equazione 

(12) dà a ==-, dunque le elicoidi gobbe luogo delle normali ali* elicoide gobba a 
2 

piano direttore lungo le eliche inviluppano i cilindri sui quali queste eliche sono de- 
scritte, ed hanno queste stesse eliche per linee di stringimento. 



Superficie di rivoluzione sviluppate di quelle per le quali il rapporto 

dei due raggi di curvatura è costante. 

23. Cerchiamo ora le superficie di rivoluzione sviluppate di quelle per le quali 
si ha 

(1) p=s kp' , {k essendo una costante) 

relative al raggio di curvatura p. Pel teorema di Weingarten avremo subito per Tele- 
mento lineare delle sviluppate delle superficie (1) 

(2) d«»«dpVp^dv*. 

Facendo ora un ragionamento analogo a quello che abbiamo fatto al N*. 10» si 
vedrà che l'equazione differenziale delle curve meridiane delle superficie cercate é 
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la seguente 



"•'^v^Ci^y "'"*'■* -***••' 



ove a è una costante arbitraria; 

Il secondo membro di questa equazione è una differenziale binomia, e si vede 
che essa può integrarsi per tutti i valori interi di k. Io considererò soltanto il caso 
di k = — 2» nel quale si ha 



da cui 



d»=\/|«-3r— idr, 



^^à^'^-r •^27*^-729*' 



Dalla forma di questa equazione si riconosce che essa rappresenta un numero infi- 
nito (poiché a è arbitrario) di parabole cubiche che sono sviluppate di qualunque 
parabola ordinaria. Se ne conclude che : La classe di superficie di rìvoluzione gene'- 
rate da queste parabole cubiche, e che sono perciò tutte algdfriche e del sesto or- 
dine, sono applicabili l* una suW altra. Esse sono le superficie per le quali uno dei 
raggi di curvatura è doppio dell'altro, e diretto in senso contrario, e sono relative 
alle linee di curvatura di doppio raggio. 

In queste superficie la curvatura geodetica dei paralleli varia inversamente al- 
l'arco del meridiano, e la curvatura della superficie varia inversamente al quadralo 
di questo arco. 

Nel teorema precedente Tasse 2 è la direttrice della parabola. 



Di alcune superficie applicabili suUa ellissoide schiacciata di rivoluzione, 

suUa iperboloide gobba di rivoluzione, 
e sulla paraboloide ellittica pure di rivoluzione. 



24. La ellissoide schiacciata di rivolutone è applicabile suUa superficie pure 

z 
M 



di rivoluzione generata daUa rotazione di una curva y = L sen n » che è della 



specie di queUa dei seni, attorno alla linea dei suoi centri. 
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La ellissoide di rivoluzione 

»* 1/* »• 

può rappresentarsi colle equazioni 

««Arcos^ , If^Arsen^, 

»•= B»— BV. 

Si ha dunque pel suo elemento lineare. 

,„ ^_[ A-H.|B--AV j^^^^ 

Prendiamo ora la superficie pure di rivoluzione 

a?=3 Lr co8^ , 

(3) l . ^ 

If = Lr sen |- , 

« = tp (r) , 

ove L è una costante arbitraria, e 7 una funzione pure arbitraria. Si avrà pel suo 
elemento lineare 

d«»= { L*-f- ?' (r)* { dr»-^ r^d^*, 

talché la classe di superficie di rivoluzione applicabile sulla ellissoide (1) sarà quella 
definita dalle equazioni (3), nelle quali L è arbitrario, e 9 è determinato dietro la 
condizione 



(4) 



L.H-,-(rr=^*^l^=^. 



Nel caso di L qualunque, 1* integrazione dipende dalle funzioni ellittiche, ma 
quando T ellissoide è schiacciata vi è un valore di L che semplifica moltissimo. 
Osserviamo infatti che la equazione (4) può scriversi 

L*-h?'{r)*«A'-.ff-hj^; 

se dunque si pone L*=sA' — B*, 
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ciò che porta che 1* ellissoide sia schiacciata (onde avere superficie reali), 1* equazione 
precedente si ridurrà all' altra 

^' (r)' =5 > , che darà ^ (r) = B are sen r , 

ciò che mostra appunto che la superficie 

«* !/* .* /v 

4- .A pa — sen*p==0, 



A'-B'^A"~-B' B 

è applicabile sulla ellissoide schiacciata (1). 

Si può notare che quando fra gli assi della ellissoide si verifica la relazione 
A »: B y/2 , la curva meridiana della superficie di rivoluzione che abbiamo visto ap- 
plicarsi sulla ellissoide schiacciata, è la vera curva dei seni. 

25. Vediamo ora se è possibile di determinare almeno alcune fra le superficie 
elicoidali applicabili sulla ellissoide. 

Prendendo al solilo V elemento lineare delle elicoidi 

1 ^ " y <") ^ I dttV k^ (tt"4- m») dv\ 
M* -+- m ) ^ ' 

e ponendo r*= «'-f- m*, 

si vedrà , per la equazione (2) , che le equazioni 2 = ^ (u) dei profili generatori 
delle elicoidi applicabili sulla ellissoide (1), si otterrebbero integrando la equazione 

A»-H (B'- A') AVh- BVm* — AVm' ,, , , , , , , , 

nella quale k ed m sono arbitrarie. 

L* integrazione sì effettua quando fra ^ ed m si stabilisca la relazione 

tf^m» « 1 , 
che riduce la equazione precedente all' altra 

} (B'- A') k'+ 1 } tt»4- BV m*= - tt* <f' («)» , 

la quale (quando si vogliano elicoidi reali) non può sussistere che per A >>B, cioè 
Tom. VII. N. 1. 6 
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quando 1* ellissoide e schiacciata. In questo caso si dovrà anche avere 

(B«— A») fc»-h 1 « — fe , e quindi m = v/^-^ (A*- B*) , 

h essendo un numero arbitrario, ma positivo. 

Per queste posizioni 1' equazione precedente diverrà 

e se ne trarrà facilmente 

, = y (u) « =t y^fctt»- ^ (A'^Ti^) 

/ A«-f-feB' 
qz iZ-JL— (A»-f fcB») are C08 ^ ^ "^ ^ 

per le equazioni dei profili di un numero infinito di elicoidi» aventi per passo delle loro eli- 
che 27r\/r 7 (A* — B*), e applicabili tulle sulla ellissoide schiacciata di rivo- 
luzione. 

Per h negativo ed A e B qualunque , queste elicoidi cessano di essere reali ; 
però è da osservare che prendendo 



A* A 

^- , si ottiene » =r =t: ^ 



h = — =- , si ottiene » s=r :±: ^«* ^ — 1 , 



e questa ci mostra che esistono due elicoidi rigate immaginarie applicabili suU' ellis* 
soide di rivoluzione nelle quali le generatrici rettilinee sono parallele agli asintoti 
dell' ellisse meridiana. U passo delle eliche in queste elicoidi é 2irB ^^J. 

Si generalizza cosi ciò che abbiamo detto al N*. 5. trattando della sfera. Si po- 
trebbe pur vedere che vi è una elicoide gobba a piano direttore e immaginaria ap- 
plicabile sulla ellissoide. Essa si ottiene prendendo. 

\ 
k*== A' — B* ' w» = Bv^^- 

La linea di stringimento sarebbe Tasse delle %. 

26. La iperboloide di rivoluzione a una falda è applicabile sulla superficie 

pure di rivolutione generata della rotazione detta curva ff » L eos ^ ||} attof' 
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no aU'atse ddie z. Questa curva è della specie della catenaria, tna non può es- 
sere mai la vera catenaria. Questo teorema si dimostra in un modo analogo a quello 
eon cui abbiamo dimostrato il teorema del N". 24 sulla ellissoide. In questo caso se 



(5) 






è r equazione della iperboloide , si ha 

L = •a'-j- B", M = B, 

[ e perciò la curva y = L cos ^. ^ non può essere mai la catenaria. 

27. Con calcoli analoghi a quelli che abbiamo fatti tante volte si troverà che 
1* equazione 

integrata, darebbe i profili 2 = ^ (u) generatori delle elicoidi applicabili sulla iperbo- 
loide gobba (5). L' integrazione si effettua subito ponendo 

A»m* = 1 , 

ciò che lascia ancora m arbitrario e soltanto compreso fra e ^A*4- B*. 
Dietro questa relazione, quando m è compreso fra e B si ottiene 

a; = 9 (m) == d= i V^(A*-+- B*— m') tt'-^ m'B'— m* 

:;=V^gi=i;r»arcsenfefit/ ,^'- ^' T> > 
e quando m è compreso fra B e ^A*-f- B* 

a; «r <p (tt) = dr i V^ (A*-4- B*— m») tt'-+- wi'B'— m* 



d=V^m'-B>arcsen(~t/ ,^'"" ^^, 
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per le equazioni dei profili di un numero infinito di elicoidi applicabili sulla iperbo- 
loide gobba (5). 

Per m = B queste equazioni si riducono all' altra 

^A 

la quale ci mostra che la elicoide gobba generata da una retta che si muove ap- 
poggiandosi sopra un* asse e facente con quest'asse un angolo costante la cui tan- 

gente trigometrica ^ ~ t (restando cioè parallela agli assintoti della Iperbola me- 
ridiana), e descrivendo coi suoi punti delle eliche di passo 27rB, è applicabile 
sulla iperboloide (5). 

28. Ponendo nella equazione (6) fra ^ ed m le relazioni 

1 — (A*-H B") ^•«r , A»&»- (A»H- B*) &*m* —1 4- 2ik»m*= 0, 

cioè a dire ponendo 



1^ 
A*+B= 



^=TT"nsi> m=B, 



la equazione (6) diviene pure integrabile e dà 

(7) 2 = 9 (u) = B are cos - , 

per r equazione di un profilo generatore di una elicoide applicabile sulla iperboloi- 
de (5). Questo profilo è la curva detta delle secanti. 

Però la elicoide che ha per profilo la curva (7) è pure rigata ed è quella tro- 
vata dal Sig. Bonnet (*). Infatti le equazioni della elicoide che ha per profilo la 
curva (7) sono 

a;=>ttcos6>9 y = ttsena), z =Bi6}-H are cos- t 

Prendendo &> dalla terza e ponendolo nelle due prime si trova per la equazione in 
(^9 y> <) <lcl'a elicoide 

X — A cos^ 

—^: Ungg. 

y — Aseng 



C*) V. Biemoire sar la théorie generale dei rarfoeei 1848. 
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ovvero 

e quesla equazione mostra che la elicoide in questione è generata da una retta che 
si muove parallelamente al piano xy restando sempre tangente a un cilindro cir- 
colare di raggio A e descrivendo col suo punto di contatto una elica di passo 27rB. 
29. Però le due elicoidi gobbe che abbiamo visto applicarsi sulle iperboloide di 
rivoluzione ad una falda non sono che due superOcie particolari di una classe di 
elicoidi, gobbe esse pure, che si applicano sulla stessa iperboloide. E facile infatti 
di dimostrare che: Le elicoidi generate da una retta che si muove appoggiandosi 
su di una elica descritta sopra un cilindro di rivoluzione qualunque, o facendo 

un angolo costante differente da - con quella elica, e un angolo qualunque, ma 

costante, colle generatrici del cilindro sul quale la elica è descritta si applicano 
sulla Iperboloide di rivoluzione a una falda. 

Osserviamo infatti che servendosi delle notazioni del N? 15 potremo rappresen- 
tare le elicoidi in questione mediante le equazioni 

X = p cos w -+- u sen a cos (w -+• a ) 

(8) { y == p sen w -4- tt sen « sen (w -+- a') 

2 s= mu + tt cos a ; 

però in questo caso le linee tt ed a> cioè le eliche e le generatrici non saranno or- 
togonali. Avremo dunque 

ds*== dtt*-t- 2 (p sen «'-+- m cot «) sen « du d&> 



(, _ cos a p -^ m\ , . , 
tt*-+- 2up h ^- — 5— 1 sen'odtó». 
^ sen a sen a / 



ovvero , ponendo sen ado) = dv , e cangiando u in u — p 



sena * 



ds*== du*-4- 2 (p sen «'-hm cot a) àu dv 

(, p* sen* «'H- m*\ , , 
sen'« / 

e in questo caso non si avrà mai 

p sen a' 4- wi cot oc = 0* 
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Osserviamo ora che l'iperboloide 

oj* y* a* __ * 
(9) F"^ A'^B*""*' 

può considerarsi come quella di queste elicoidi per la quale si ha 

m = , «'= ^ > p = A , lang « = g > 

si avrà dunque per questa superficie 

d«»= dtt'-h 2Adtt dv H- (tt*-|- A»-t- B*) dv*. 

e si vede di qui che» onde la elicoide (8) sia applicabile sulla iperboloide (9), si deve 
avere (poiché le eliche e le generatrici devono corrispondere ai paralleli e alle generatrici) 

A c= p sen «' -H m cot « 



A.^B.^ p'sen'a'+m« 



(10) 

I A"-t- D =- 

sena 



ovvero A = p sen «' -h m cot « 

B = p sen a' cos a — m sen a f 

e poiché ad ogni sistema di valori di A e B corrispondono infiniti sistemi di valori 
di p, m, a'j Of mentre ad ogni sistema di valori di p» m, a, a' ne corrisponde uno 
solo per A e B , se ne conclude che data una iperboloide esiste sempre un nume- 
ro infinito di elicoidi rigate applicabili su essa, mentre data una di queste elicoidi 
esisterà sempre una e una sola iperboloide applicabile su essa. Ciò ci conferma an- 
che il teorema che ci dice che due iperboloidi non possono applicarsi Tuna sul- 
r altra. 

30. Le elicoidi gobbe che abbiamo trovate ai N*. 27 e 28 non sono che due 
superficie particolari di quelle che abbiamo considerato nel teorema precedente. 

Facendo infatti nelle equazioni (10) oc'as Q si trova 

tanga=r -j , m = B» 

cioè si ha la prima di quelle elicoidi. 

Facendo a=-y si trova p sen a = A , m es B e se si cerca la elica di strìn- 

gimento di questa superficie si vedrà appunto che essa é descritta sopra un cilindro 
di raggio A. 
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31. Osserviamo adesso che se si classano le elicoidi rigate in due famiglie; quelle 
delfuna essendo tali che le loro generalrici siano trajetlorie ortogonali delle eliche, 
e quelle dell* altra siano trajetlorie si ma non ortogonali delle eliche» si potrà dire 
(pei teoremi dei N' 15 e 29) che le elicoidi della prima famiglia si applicano sem- 
pre sopra una data classe di superficie di area minima, mentre le elicoidi della se- 
conda famiglia si applicano sempre sopra una iperboloide di rivoluzione ad una 
falda (♦). 

32. Terminerò osservando che se x*-h tf= 2p% è 1' equazione di una parabo- 
loide ellittica di rivoluzione, l'equazione 

ove h è arbitrario, e m è legato a k dalla relazione 

m m* 

ci dà i profili generatori di un numero infinito di elicoidi nelle quali il passo delle 
eliche è 27nii, e che sono applicabili su quella paraboloide. 

Parigi, Febbraio 1865. 



(«) Dopo la redazione di questa memoria ho Tisto che anche il Sig. Boar aveva segnalato queste 
proprietà delle elicoidi gobbe. V. Théorie de la deformatlons de Sur&ees Joum. de TEoole Polyt. 1863. 
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SOLLINÌfEISWNE (jlIADNCA DELLE GliVE PIANE. 

DI 

T. A. BUST (*)• 



ItUraduiione. 

1. Il metodo di inversione che forma V argomento di questa memoria è an' im- 
mediata generalizzazione di quello che ora è universalmente adoperato. In luogo di 
on cireolo fisso coli' origine nel suo centro, si prende come curva fondamentale una 
qualsivoglia conica {quàdrica) fissa, e si pone 1* origine in un punto qualunque del 
suo piano. Per tal modo parecchie relazioni descrittive che nella teoria ordinaria 
sono mascherate, riguadagnano quella generalità e quel risalto che loro competono. 
Essendomi da molto tempo convinto della utilità di questo metodo generalizzato di 
inversione, credo desiderabile che se ne stabiliscano i primi principii generali, collo 
scopo di futuri rinvii. E siccome vorrei che il lettore si famigliarizzasse il più pos- 
sibile cogli effetti della inversione, cosi faccio uso di considerazioni puramente geo- 
metriche e do sempre la preferenza alla diretta e immediata contemplazione delle 
varie forme geometriche che si offrono da sé stesse. Gli esempi introdotti di quando 
in quando non hanno altro fine che quello di illustrare la teoria ; essi non mettono 
in chiaro tutta la potenza del metodo. Inoltre, affinchè questa memoria destinala ad 
essere inserita nei Proceedings della Società Reale non ricevesse troppa estensione, non 
si è tentato di assoggettare quei casi speciali ad una trattazione completa. Le figure 
sono, per la maggior parte semplici; data quella che è la fondamentale, le altre sono 
agevoli a delinearsi o a imaginarsi; nel trattare poi degli effetti dell* inversione sulle 
singolarità superiori delle curve, ho creduto conveniente di rinviare per mezzo delle 
iniziali {x, e) , il lettore ad articoli e a figure della elaborata opera Theorìe der 
alg^nraischen Curven di Plììcker. La relazione che il metodo presente ha con quello, 
un po' più generale, della trasformatone quàdricay sviluppalo nel 1832 da Steiner 
nel suo libro Geometrische Gestalten, e da Magnus nell* 8^ volume del giornale di 

(*) Estratta dai Proceedings della Società Reale di Londra, 2 marzo 1865. Stimiamo cosa buona e 
utile il far conoscere ai lettori degli jinnali questo importante ed elegantissimo lavoro del nostro amico , 
il Sig. HiBST. — Chiediamo poi licenza di derivare quàdrico da quadro, come cubico da cubo (Luigi 
Cbbmora). 

Tom. VII. N. 2. 7 
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Crbllb^ offre aldini punti importanti sui quali mi propongo di ritornare in una 

futura occasione (*). 

Definiiiom. 

2. Due punti, p e p'9 coniugati fra loro rispetto ad una data conica ((màor- 
mentale (F) » ed altresì collineari con un* origine fissa A nel piano di questa , si 
chiameranno inversi fra loro relativamente alla conica ed all' origine. In altre pa- 
role, l'inverso di un punto é l'intersezione della sua polare, rispetto ad (F), colla 
retta che va da esso all'origine. Se ne deduce a dirittura la seguente proprietà: 

i. Le diverse coppie di punti inversi p,p^ su di una retta qualunque R pas- 
sante per l'origine A, formano un' involuMone, i punti doppi della quale sono le 
intersezioni reaU imaginarie di quella retta colla conica fondamentale (F). 

Due curve si diranno inverse fra loro quando i punti dell' una sono gli inversi 
dei punti dell' altra. Qualche volta l' ultima è riferita alla primitiva, e la prima alla 
sua inversa; ma la relazione fra le due curve é scambievole, ed esse non si distin- 
guono che per convenienza di espressione. Per raggiungere un chiaro concetto delle 
Varie relazioni che esistono fra le curve inverse, trovo conveniente di collocare l'ori- 
gine A fuori della conica fondamentale (F). Le modificazioni da introdursi quando 
l'origine è situata altrimenti sono affatto ovvie , e , tranne pochi casi , non vi si 
farà speciale allusione. 




3. Adottando le denominazioni introdotte da Magnus, l' origine A e i due punti 
di contatto B e C delle tangenti tirate per A alla conica fondamentale (F) si chia- 



(*) Non senza intereise bo trovato di recente che il metodo dell' invenione quàdrìea fu etplieitamento 
suggerito, quantunque non svUuppato, dal prof. Bbllàvitis di Padova, non meno di fentisetto anni fa. 
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meranno jpunft prìndpaU; il triangolo che ha in essi i suoi vertici triangolo prin- 
cipale; e i lati del medesimo, BC, AB, AC, cioè le polari A, B, C, rette principali. 
Talvolta converrà considerare B e G come distinti da A, che è sempre reale; quei 
due si diranno allora t punti fondamentali, e le rette principali AB, AG, che ivi 
toccano (F), si chiameranno analogamente le rette fondamentali, polari di B, G. 

4. Giò premesso, è chiaro dall' art. 2 che, in generale, un punto p ha un solo 
inverso p'. Non fanno eccezione che i tre punti principali, ciascuno de' quali è evi- 
dentemente inverso ad ogni punto della retta principale che è la sua polare. É inol- 
tre evidente che ciascun punto della conica fondamentale (F) coincide col proprio 
inverso; e che i punti di (F) sono i soli dotati di questa proprietà. 

Se ne inferisce, senza difficoltà, il seguente teorema: 

i. Se due curve hanno un contatto (r)''^" in un punto p che non sia sopra 
una retta principale, anche le loro inverse avranno un contatto (r)'^*' nel punto 

inverso p. 

RelaMone fra gli ordini delle curve inverse. 

5. L'ordine della curva inversa ad una data curva (P) d'ordine n può essere 
facilmente determinalo. In primo luogo, siccome (P) ha n punti su ciascuna delle 
rette principali, la sua inversa passerà n volte per ciascuno de' punti principali 
(art. A)) e in secondo luogo, siccome una retta R condotta per 1* origine A inter- 
seca (P) in n punti, nessuno de* quali è in generale situato nella retta principale 
BG, polare di A, cosi la medesima retta R intersecherà la curva inversa, non sol- 
tanto in n punti coincidenti coli' origine, ma anche in n altri punti distinti da A. 
Dunque 

L' inversa quàdrica completa di una curva qualunque deW ordine n è una curva 
dell' ordine 2n, che ha un punto multiplo del grado n in ciascuno dei tre punti 
principali. 

6. Si è detto completa perchè in certe circostanze la curva inversa si decom- 
pone in una o più delle rette principali, ciascuna presa una o più volte, ed in una 
effettiva curva inversa (P') d'ordine minore, la quale passa un minor numero di 



Considerando la data deUa ma pobblìcazione, la memoria , neir ultimo paragrafo della quale è sugge- 
rito quel metodo, è rimarchevole per più rispetti. Ha per titolo Saggio di Geometria derivata, e fa 
parte del 4*> volume dei Nuovi Saggi deU* i. r. Accademia d! scienze, lettere ed arti di Padova. Due 
anni prima, cioè nel 1836, lo stesso geometra aveva esposti completamente i principii dell* ordinario 
metodo dell* inversione circolare; la quale ultima, dopo un lasso di sette anni fu proposta (sembra) per 
la prima volta in Inghilterra dal sig. J. W. Stobbs in una memoria On the application qf a new me- 
thod io the geometry qf curoes and curves sur/aces, inserita nel Philosophicat Magazine voi. XXIII, 
pag. 338. (T. A. H.). 
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Yolle pei palili prìneipali. Ciò aeeade, per l'ari. 4.» quando la eunra primilÌTa (P) 
ba dei rami pasdanti per on ponto prìneipale; ed é eTÌdente che F ordine di (F) 
sarà 2» diminuito del numero totale di quei rami. Inoltre la moltiplieità di mi ponto 
prìneipale per (Pisani n diminoito del nomerò di Tolte ebe le due rette principali 
ìneroeiate ìtì entrano a far parte della inTersa completa; in altre parole, » diminoito 
del nooiero di Tolte che 1» corra primitiTa (P) paan pei poli di qodle rette prin- 
cipali. 

Qoindi 9e Of bf e indicano rispettiTamente i gradi di moltiplieità dei ponti prin- 
cipali A, B, C per la corra (P), e se a'V & hanno lo stesso significalo rispetto alla 
corra ioTcrsa (P) d'ordine n\ aTremo 



«'= 


2»- 


-a 


-6- 


•Cf 


a'» 


n — 


b- 


-c, 




y = 


« — 


•a- 


-*, 




&'= 


» — 


•a- 


-e. 





Qoeste eqoazioni si possono trasformare in qoelle che ne risolterebbero col sem- 
plice scambio delle lettere accentate colle analoghe non accentate; il che mostra 
esistere fra le corre ioTerse effettive la stessa relazione muloa [come tra i ponti 
inversi. In virtù di qoesta motoa relazione i teoremi che si incontreranno in se^ 
goito sono tatti reciprocamente veri; T enonciazione dei teoremi reciproci poò adon- 
que essere omessa in ogni caso. 

7. Le equazioni superiori danno anche le seguenti relazioni 

n' — (a'-f- ò'-+- e') = (a -f- 6 + e) — n =3 « — n! 

vi — a'= n — a; n' — V= n — c,it'— 0*= ti — ft, 

donde apprendiamo che 

i. La differenza tra gli ordini di due curve inverse è numericamente eguale 
alla differenza tra l'ordine d'una di esse e U numero totale de' suoi ^passaggi 
pei tre punti principali, Qoesl' ollima differenza ha diverso segno per le due curve. 

ii. Perchè una curva sia dello stesso ordine deUa sua inversa , e passi lo 
stesso numero di volte per ciascuno dei punti prindpaU, è necessario e sufficiente 
1! che il suo ordine sia eguale al numero totale de' suoi passaggi pei tre pumi 
principiai; 2? che passi lo stesso numero di volte pei due punti fondamentali. 

Per mezzo del secondo teorema sarebbe facile determinare il numero e la na- 
tura delle varie curve di un dato ordine che hanno curve inverse dello stesso or- 
dine e dotate di analoghe proprietà rispetto ai ponti principali. Però qoesta deter- 
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mi nazione e la soluzione della quislione afOne « sotto quali condizioni una curva 
d i dato ordine può coincidere coUa propria inversa » formeranno più propriamente 
i* argomento di una memoria separata. Qui basterà notare che una retta passante 
per Torigine, e la conica fondamentale riguardata come curva primitiva, sono i più 
semplici esempi di linee coincidenti colle proprie inverse. Ad un altro esempio si 
accenna nell'art. 11. es. 3? 

Coniche inverse di linee rette. 

8. Dagli art. 2 e 6, come anche direttamente da principii geometrici elemen- 
tari (*), segue che 

i. L' inversa di una retta è, in generale, una conica passante pei tre punti 
principali, per le due intersezioni della conica fondamentale colla retta primitiva, 
e pel polo di questa rispetto a quella. 

Ma quando la retta primitiva passa per un punto principale, la conica inversa 
}i decompone nella retta principale, polare di quel punto , e in un* altra retta (1* in- 
versa effettiva) passante pel punto principale opposto a quella retta principale 
(art. 4). Cosi : 

ii. L' inversa effettiva di una retta passante per uno dei due punti fondamen- 
tali è una retta passante per V altro, e queste rette inverse si segano sempre sulla 
cottica fondamentale. 

Da questo e dal teorema i. art. 4 segue immediatamente: 

iii. Se V una di due curve inverse ha un contatto (r)'"^'*' (non sopra una retta 
principale) con una retta passante per un punto fondamentale, Valtra avrà un 
contatto (rY'*^*'* colla retta inversa che passa per l'altro punto fondamentale; e i 
punti di contatto, essendo inversi fra loro, sono collineari coW origine. 

In breve si esaminerà completamente la modificazione che questo teorema subi- 
sce quando uno dei punti di conlatto cade in una retta principale. 

9. La retta air infinito ha pur essa la sua conica inversa (I) , che è d' impor- 
tanza in certe ricerche connesse coli* inversione. Osservando (art. 2) che l' inverso 
del punto ali* infinito di una retta R, che passi per 1* origine, è il punto di mezzo 
del segmento che (F) intercetta su R, e che (art. 4.) i punti air infinito di (F) ap- 
partengono necessariamente anche ad (I), si vedrà che 

i. La conica (I) circoscritta al triangolo principale , che è inversa della retta 



{*) Un* elegante dimostrazione di questo teorema, identica con quella elementare a cui si ft allu- 
sione, è stata inserita dal sig. Ghaslbs ali* art. 209 del suo eccellente Traité des tections coniquei (T.A.H.). 
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allUnfimto , è simile e similmente posta alla conica fondamentale, della quale ton 
glia pel mezzo tutte le corde convergenti all' orìgine. 

Per mezzo di quesla conica (I) si possono costruire facilmente gli assintoti di 
qualunque curva inversa. Siccome però V articolo seguente è consacrato alla costru- 
zione della tangente in un punto qualunque di una curva inversa, basterà per ora 
di notare i seguenti ovvii corollari del teorema superiore: 

ii. Gli assintoti dell'una fra due curve inverse sono rispettivamente paralleU 
alle rette che vanno dall'origine alle intersezioni dell'altra curva colla conica (I) 
che è circoscritta al triangolo principale ed è simile e similmente posta alla conica 
fondamentale (F). 

iii. La conica inversa di una data retta è un' iperbola o un' ellisse secondochè 
questa retta taglia, tocca o non incontra la conica (I) che è circoscritta ecc. 

La conica (F) ed il circolo circoscritto al triangolo principale ABC hanno, oltre 
a BC, un' altra corda comune H (coniugata con BC), che è l' inversa di quel cir- 
colo (art. 8, i.) , e questa corda è manifestamente la sola retta nel piano la cui 
inversa sia un circolo. Le intersezioni imaginarie di H con (I) sono inverse ai punti 
circolari all' infinito , epperò giacciono insieme con questi su due rette imaginarie 
incrociate nelf origine A. 

£ poi ben noto che tutte le corde di (I) che sottendono un angolo retto di vertice A 
passano per un punto fìsso h (*). Le coniche inverse di tali corde sono , com* è facile 
a persuadersene, iperbole equilatere, passanti tutte, come le linee primitive per uno 
stesso punto h\ 1* inverso di h; questo punto V si sa essere T in tersezione delle tre 
altezze del triangolo ABC, a cui sono circoscritte tutte le iperbole equilatere (**). 
Inoltre da un noto teorema segue che le corde di (I) sottendenti un angolo costante 
di vertice A inviluppano una conica che ha doppio contatto con (I) negli inversi dei 
punti circolari, ossia nelle intersezioni imaginarie di (I) ed H; e viceversa, che 
tutte le tangenti di quella conica intercettano sopra (I) un arco che sottende un 
angolo costante di vertice A (***). Le coniche inverse delle tangenti, quando que- 
ste tagliano effettivamente (I), sono iperbole i cui assintoti comprendono un angolo 
costante, ossia (per abbracciare tutti i casi) sono coniche simili. Ora per gli art. 4 
e 6, r inversa di una conica avente doppio contatto con (I) negli inversi dei punti 



(*) Salhon, Conic sectiont, 4* ed. art. 181, ex. 2. (T. A. H.) 

{**)Ibid. art. 228, ex 1. Due distinti teoremi sulle coniche sono così ridotti a soTrapposizione, me- 
diante r inversione; e ci danno un semplice esempio della dualità che questo metodo, come quello delle 
polari reciproche, conferisce ad ogni teorema. (T. A. B.). 

{***) Chaslbs, Sectiont eoniquet, art. 473, 474; ed anche Salmon, Conio, sectiont, art. 876, 377, 
296. (T.A.H.). 
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circolari è, in generale , una curva del quart' ordine avente Ire punti doppi in 
A, B, G, e tangente nei punti circolari alla retta all' infinito. Questa curva é dun- 
que anche l* inviluppo delle coniche simili circoscritte al triangolo ABC (f). È 
chiaro che il punlo h appartiene alla serie delle coniche aventi doppio contatto con (I), 
e che H è la sua polare rispetto ad (I)... (if), cosi che noi possiamo riassumerci 
come segue: 

iv. Le rette le cui coniche inverse sono iperbole equilatere , passano tutte pel 
punto h inverso dell' intersezione delle tre altezze del triangolo principale; il cir- 
colo circoscritto a questo triangolo è V inverso della polare H del punto h, rispetto 
alla conica (I) che è inversa della retta all' infinito; le intersezioni imaginarie di 
H ed (I) sono inverse dei punti circolari, e tutte le rette che inviluppano una co- 
nica (2) avente doppio contatto in questi punti inversi colla conica (I) sono inverse 
a coniche simili fra loro. 

Tangenti alle curve inverse nei punti inversi. 

10. Ad un fascio di rette L, il cui centro sia /}, corrisponde, per T inversione 
quàdrica, un fascio di coniche (L') passanti pei tre punti principali (art. 8, i.) e 
pel punto inverso p\ Ad ogni elemento dell' un fascio corrisponde manifestamente 
un solo elemento dell* altro; di maniera che le rette L per p e le tangenti L', in p\ 
alle rispettive coniche inverse (U) costituiscono due fasci omografici (fff); e sic- 
come due raggi corrispondenti dei fasci coincidono con pp'y cosi le rette di ogni al- 
tro pajo si intersecheranno sopra una retta fissa D (vedi la figura). Siccome poi, ai 
raggi pB, pC corrispondono rispettivamente i raggi p'G, p'B (art. 8, ii), cosi è evidente 
che la retta D non è altro che una delle tre diagonali del quadrilatero completo 

(t) Dì qui si deduce &cilmente una nuova deGnizIone dell* interessante cunra del 4° ordine e 3* classe 
(con tre regressi , una tangente doppia all' infinito e i contatti ne* punti circolari), che si è presentata 
a Stsiueb come inviluppo della retta che passa pei piedi delle perpendicolari abbassate da un punto 
qualunque di un circolo sui lati di un triangolo inscritto, e della quale egli ha enunciate molte rimar- 
chevoli proprietà in una memoria inserita nel voi. 53 del giornale di Creile H* ^^ ^^^ quella curva 
è /' inviluppo di un' iperbole equilatera circoscritta ad un triangolo equilatero ed avente i suoi as- 
suntoti inclinati fra loro come due lati di quel triangolo. La stessa curva si può generare anche come 
un* ipocieloide ed è identica con quella la cui equazione si trova a pag. 214 dell* opera Higher piane cur- 
ves di Salmon (T. A. H.). 

(tt) Ghaslbs, Sections coniques, art. 474 (T. A. H.). 

(ttt) Chaslbs, Principe de correspondance entre deux objets variables (Gomptes rendus , 24 de- 
cemb. 1855) e Sections coniques art. 335. Vedi anche Cbemoha, Teoria geometrica delle curve piane, 
p. 7. (T. A. B.). 

(*) Vedi la mia memorit Sur Phf/poqfctolde à trois rebroussements nel voi. 8i del giornale di Crelle^Borchardt, 
p, 1«1. <L. C). 
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pBp'G, le altre due diagonali del quale sono pp e BG. Quindi se queste si interse- 
cano in a , la retta D passerà, in virtù di una ben nota proprietà del quadrilatero, 
pei punti d\ ed a coniugati di a rispetto a pp* e BG. Ma a si vede subito essere 
il polo di j]p', ossia R, rispetto alla conica fondamentale; cosi che d, l'inverso di cf, 
dev' essere il polo di D, ossia od', come anche il coniugato armonico di A rispetto 
a pp' (art. 2, i.). Per conseguenza, dal fatto che quando L tocca in p una curva 
primitiva (P), la conica (L') epperò la sua tangente L' dee toccare in p la curva 
inversa (P%.. (art. 4, i.), noi possiamo dedurre il seguente teorema, per mezzo del 
quale si può facilmente costruire, per tutte le posizioni dell' origine, la tangente in 
un punto qualunque della curva inversa di una data : 

i. Le tangenti in due punti inversi di due curve inverse s'intersecano suUa 
polare, relativa aUa conica fondamentale, del punto coniugato armonico dell' ori^ 
gine rispetto ai punti di contatto. 

Di qui s'inferisce inoltre: 

ii. Ad un punto multiplo di una curva (il quale non sia sopra una retta prin- 
cipale) corrisponde nella curva inversa un punto multiplo dello stesso grado di 
moltiplicità, e le tangenti ai rami corrispondenti (inversi) si intersecano sulla polare, 
relativa alla conica fondamentale, del punto coniugato armonico dell' origine rispetto 
ai due punti multipli. 

La realtà, il contatto e la generale distribuzione dei varii rami saranno comuni 
ai due punti multipli; i quali non differiranno che in certe proprietà secondarie. 
Per es. un ramo inflesso in uno di questi punti non corrisponderà in generale ad 
un ramo inflesso nell'altro; ma questo ramo avrà nel secondo punto multiplo un 
contatto tripunlo colla conica inversa della retta che tocca il ramo inflesso nel primo 
punto multiplo. 

11. Le tangenti a due curve inverse nei punti principali si possano investigare 
come segue. 

Esclusi i punti principali B e G, la curva primitiva (P) intersechi la retta prin* 
cipale BG nei punti a, «i, «a»***} ^ imaginiamo una retta R che ruoti intomo al- 
l'origine A. Escluso A, questa retta R intersechi (P) in n — a punti p, rispetti- 
vamente inversi degli n' — a' in cui essa interseca la curva inversa (P')... (art. 7). 
£ chiaro che ogni qualvolta, per la rotazione di R, p si avvicina ad uno dei punti a^ 
allora p' si accosta a coincidere con A, cosi che R toccherà ivi un ramo di (P') > 
e più generalmente, se R ha un contatto (r — i )/"«'* in a con (P), essa avrà si- 
multaneamente in A un contatto (r)'""*'* con uno dei rami di (P'). 

Similmente, se (P) interseca la retta fondamentale AG nei punti ^, i3,, jS^, ... , 
esclusi A e G, e se una retta R^, girando intorno a B, interseca (P) in n — b punti p, 
i loro n' — e' punti inversi p' (art. 7) saranno le intersezioni di (P') colla retta R^ 
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inversa di R, e passante per C (ari. 8, ii.). Due punii inversi p, p' sono poi sem- 
pre in linea rella con A (ari. 2). Donde segue che ogni qualvolla, per la rotazione 
di R, , due punii p e p si avvicinano, il punto inverso p' si avvicinm^à a C ed ivi 
la retta R, toccherà un ramo di (P); e, come sopra, se R, ha un contatto (r-1)'"*""' 
con (P) in un punto p, R, avrà in C un contatto (r)''""'" con un ramo dì (P'). 

In modo analogo la retta R,, che congiunge G con una delle intersezioni y di 
AR e (P), ha per sua inversa una retta R., tangente in R ad un ramo di (P"). 
Tulli quesli casi sono inclusi nei seguenti teoremi: 

i. Le tangenti in un punto principale all' una ài due curve inverse sono ri- 
spettivamente inverse aUe rette che uniscono le intersezioni dell' altra curva colla 
retta principale, polare di quel punto, al punto principale opposto* 

ii. Se una retta non principale ha un contatto (r)'""*'" in un punto principale 
con un ramo di una curva, la retta inversa avrà un contatto (r — 1)^"«'« colla 
curva inversa sulla retta principale polare di quel punto. 

Il secondo di questo teorema è leggermente modificato come si vedrà nell* arti- 
colo seguente, quando la rella del contatto (r)^"""* è principale; il primo teorema, 
quantunque sempre vero, diviene suscettibile di questo semplice enuncialo: 

iii. Se l' una di due curve inverse ha un ramo toccato in un punto princi- 
pale da una retta principale, l'altra curva ha un ramo toccato dalla polare di 
quel punto nel polo di questa retta. 

I seguenti esempi serviranno ad illustrazione di questi tre teoremi. 

Es, 1? Se la linea primitiva è una retta segante le rette principali risp. in a,/3,y, 
(vedi la figura) Xa sarà la tangente in A alla conica inversa; e se Rf3, Cy s* in- 
tersecano in p, il punto inverso p' è il polo di RG rispetto alla conica inversa. 

Questo polo è sempre reale; e può costruirsi facilmente, anche se R e G 
sono imaginari, osservando che p e T intersezione della polare di a rispetto alla co- 
nica fondamentale, colla coniugala armonica di «A rispello a RG ed alla rella pri- 
mitiva. 

Es, 2? Se la linea primitiva è una conica passante per T origine e segante le 
rette fondamentali in |3, 7, la sua inversa è una cubica passante per R e G ed 
avente un punto doppio in A (art. 6). Quesl* ultimo punto è un nodo se la retta 
conica primitiva sega RG in punti reali «,,«,; Aa, , Aa, saranno le tangenti ai due 
rami. Vi sarà invece un punto coniugalo isolato^se la conica primitiva non incon- 
tra RG. Le tangenti alla cubica in R e G si intersecano, come sopra, nel punto p\ 
V inverso del punto p comune alle R(3, Gy. Se la conica primitiva tocca queste ul- 
time rette in /3 e 7, nel qual caso è manifesto che non può segare RG , allora la 
cubica avrà punti reali di flesso in R e G, e necessariamente un punto coniugalo 

Tom. VII, N. 2. 8 
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in A {*). La rella Ap è la polare, rispello alla conica primiliva come anche rìspello 
alla conica fondamenlale, dell' inlersezione a delle relle BG,|3y; quindi «A tocca la 
conica primiliva in A, ed (i) a è un punlo della cubica: ed invero esso è il terzo 
flesso della medesima. 

Es. 3? Se la linea primitiva é una conica tangente alle relle fondamentali nei 
punti fondamentali, 1* inversa è un'altra conica avente la stessa proprietà (art. 6.). 
La conica fondamentale non è la sola, in questa serie, che coincida colla propria 
inversa (art. 7) ; è facile a vedere che ve n' è una seconda che taglia ogni retta 
passante per 1* origine in due punti inversi. 

Singolarità delle curve inverse, 

12. Se due delle intersezioni «, a,, a,,... della curva primitiva (P) colla retta 
principale BG coincidono; in altre parole, se (P) tocca BG in a, allora due rami 
di (P') si uniranno a formare una cuspide in A, colla tangente Aa. Cosi pure, se 
(P) tocca una retta fondamentale, sia AC in |3, allora (P') avrà una cuspide in C 
e la tangente sarà la retta inversa di B^. In breve: 

i. Se V una di due curve inverse tocca una retta principale in un punto non 
principale, V inversa della retta che congiunge il punto di contatto col punto prin- 
cipale opposto toccherà, nel polo di quella retta, un ramo cuspidato dell'altra curva. 

Il teorema più generale e evidentemente questo: 

ii. Se l' una di due curve inverse ha un contatto (rY*^'** con una retta prin- 
cipale in un punto non principale, r rami dell* altra curva si uniscono in modo 
da formare un solo ramo con un punto multiplo d'ordine r nel polo di quella 
retta; e l' unica tangente di questo ramo è l'inversa della retta che congiunge il 
punto di contatto della prima curva col punto principale opposto. 

Si può aggiungere che, in generale, la singolarità al punto principale su questo 
ramo sarà invisibile o cuspiforme, sccondoché r è dispari o pari. Cosi: 

Es 1? Se la conica primitiva considerata nelPart. 11. es. 2? non soltanto passa 
per 1* origine, ma tocca la retta principale BG in a, le cubica inversa, oltre al pas- 
sare per B e C avrà una cuspide in A colla tangente Aa. 

Es, 2? Se la curva primitiva è una cubica con un nodo, allora^ preso questo 
come origine, le relative tangenii come rette fondamentali, e la tangente staziona- 
ria reale della cubica come terza retta principale, V inversa sarà una curva di que- 



(*) La verità di questo notifumo teorema sulle cubiche {Higher piane curves art. 183) è qui resa 
intuitiva (T. A. H.). 
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sbordine tangente ali* ultima retta nei punti fondamentali B e G (art. 6 e 11, iii.), 
ed avrà un punto triplo in A e per unica tangente ivi una retta passante pel (lesso 
della cubica primitiva. Questa tangente incontra la curva di quart* ordine in quat- 
tro punti coincidenti con A (x, G. p. 190)...(*). 

13. Se nel precedente teorema il contatto (r)'^"'" ha luogo in un punto princì- 
cipale, possiamo imaginare che esso nasca dall* avvicinarsi indefinitamente ad Ar <li 
un punto della retta principale ove abbia luogo un contatto (r — i )/»««'»• Tunica 
tangente al ramo della curva inversa ov* è un punto multiplo del grado r — 1 si 
accosterà allora alla coincidenza con una retta principale (**). Quindi: 

i. Se un ramo dell'una di due curve inverse ha un contatto (r)''""'* con una 
retta principale in un punto principale, V altra curva ha, nel polo di quella retta, 
un punto (r — 1)'''" con una sola tangente che è la polare di quel punto prin- 
cipale. 

Es, Se la curva primitiva è una cubica avente i punti fondamentali B, G per 
punti di flesso, e le rette fondamentali per tangenti stazionarie, e per conseguenza 
un altro flesso a nella retta BG, la curva inversa sarà del quart' ordine , toccherà 
Aa nelForigine e passerà due volle per ciascuno dei punti fondamentali (art. 6 e 10). 
Dal presente teorema concludiamo inoltre che gli ultimi punti sono cuspidi per la 
curva di quart' ordine e che le rette fondamentali sono le relative tangenti («M». C 
p. 192, ix). 

Dai precedenti articoli si possono dedurre anche le seguenti proprietà. 

i. Se Vuna di due curve inverse ha un punto multiplo sopra una retta prin- 
cipale, ma non in un punto principale, V altra ha in generale un numero corrispon- 
dente di rami toccantisi fra loro nel polo di quella retta; ed in questo polo la 
comune tangente di quei rami è l'inversa della retta che va dal primo punto 
multiplo al punto principale opposto alla retta principale nominata. 

Per ottenere un chiaro concetto delle modificazioni che si possono presentare, 
basterà di considerare il caso in cui la curva primitiva (P) ha un punto doppio 
in a sulla polare BG dell'origine A. 

(a) La curva inversa avrà in generale un tacnodo in A (e^. C. p. 164, fig. 17, 18), 
in altre parole, due rami si toccheranno fra loro in A, e la comun tangente sarà Aa; 
questi rami avranno inoltre, un contatto tripunto in A colle coniche inverse delle 
due tangenti in a alla curva primitiva (f). Se una delle tangenti in a coincide 
con oA, uno de' rami della curva inversa sarà inflesso in A {x. e. fig. 21) (art. il, ii.). 

(») Vedi anche Higher piane curves, art. 217. (T. A. H.). 

(**) 11 caso corrispondente ad r=:2 è già stato considerato all'art, li, lii. (T. A. H.). 
(f) Per Tart. il, i. le coniche inverse a qualunque retta per « hanno un contatto bipunto in A eoo 
ciascun ramo del tacnodo (T. A. H.}. 

« 
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Se uno de rami in a tocca la rella principale BG, uno de' rami in A sarà ivi co- 
spidalo, ed ka sarà ancora la langenle comune al ramo cuspidato ed al ramo or- 
dinario («n.. G. fig. 28). Se queste due singolarità si trovano riunite nella curva 
primitiva, la curva inversa presenta in A un punto triplo, con una sola tangente, 
formato da un ramo inflesso e da un ramo cuspidato (x» e. fig. 30). 

(b) Se le tangenti in a coincidono, cosi che i rami della curva primitiva for- 
mino ivi una cuspide ordinaria o ceraioide (regresso di prima specie, x. a. fìg. 16), 
le coniche aventi contatto tripunto in A coi corrispondenti rami della curva inversa 
coincideranno del pari , e quest'ultima avrà una cuspide ramfoide (f) (regresso di 
seconda specie, x, C. fig. 19), ove Xa sarà ancora la sola tangente ed incontrerà la 
curva in quattro punti coincidenti nella cuspide. Nel caso speciale in cui la tai>- 
gente alla cuspide a passi per 1* origine, la cuspide in A sulla curva inversa assu- 
merà la forma ceratoide, ma sarà di un grado più elevato di quella della curva pri- 
mitiva, perché la tangente in A incontrerà ivi la curva, non in tre ma in cinque 
punti coincidenti (ju. C p. 167, iv.). Se la retta principale BG è la tangente alla cu- 
spide ordinaria a, la curva inversa avrà un punto triplo in A, coli* unica tangente 
Aa, incontrante la curva in cinque punti coincidenti. AH* occhio, questa singolarità 
presenta la forma di un punto di flesso (x, O. p. 174, fig. 29). 

1 seguenti esempi illustreranno il prodursi delle cuspidi d* entrambe le specie, 
per mezzo dell* inversione. 

Es. 1? La curva primitiva sia una cubica cuspidata, 1* origine sia posta nei 
flesso reale, la tangente stazionaria sia scelta come una delle rette fondamentali, ed 
una retta qualunque passante per la cuspide a si assuma come polare dell* origine. 
Se i punti B, G ne* quali 1* ultima retta interseca la cubica e la tangente stazionaria 
si considerano come punti fondamentali , 1' inversa sarà (art. 6) una curva di 
quart' ordine passante una volta per B e due volte per ciascuno dei punti G ed A. 
La tangente a questa curva in B é 1* inversa della retta che va da G alla terza in- 
tersezione y della cubica colla retta fondamentale AB (art. 11, i.). Il punto G è una 
cuspide ceratoide per la curva di quart* ordine , e GB è la tangente (art. 13, ì). 
Da ultimo, Aa è la tangente in A che è una cuspide ramfoide (b). Perciò la curva 
inversa coincide con quella rimarchevole linea del quart* ordine che le recenti ricerche 
dei prof. Sylvester, sulle radici dalle equazioni di quinto grado, hanno resa si in- 
teressante (Phil. Trans. 1865). Essa è da lui denominala bicorne, e nella classifi- 
cazione di PlOcker è numerata xvi (x. e. p. 193). Siccome la cubica primitiva, 

(f) La denomiDazione cuspinodo del prof. Catlby è meglio appropriata (Quart. Joam. ?ol. S, p. 74); 
la lingolarjtà di cui si tratta può anche riguardarsi come un punto stazionario sopra una tangente sta- 
zionaria, perchè la curva giace tutta da una stessa banda dì questa (T. A. H.). 
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dalla quale essa è siala derivala, può risguardarsi come l'inversa di una conica 
(ari. 12, es. 1?), cosi è evidenle che parecchie proprielà della bicorne si possono de- 
durre da quelle di una conica incdianle una doppia inversione con due serie di 
punii principali. 

Es. 2? Se la curva primiiiva è una conica, V inversa è in generale una curva 
del quarl' ordine passarne due volle per ciascun punlo principale (ari. 6). 

Tulle le dieci varielà di lali curve del quarl' ordine , che sono siale descrille 
da Plucker, (<a>. e. p. 195), corrispondono d*una maniera semplicissima alle diffe- 
renli posizioni che può avere la conica primiiiva (*). Ora, è noiissimo (**) che, in 
generale, si possono inscrivere in quesla conica due Iriangoli, ciascun de* quali sia 
inollre circoscrilio al Iriangolo principale; d* onde inferiamo che nella curva di quar- 
l'ordine si possono inscrivere due Iriangoli per modo che ciascun lalo di ciascun 
Iriangolo passi per un punlo doppio. Perciò una seconda inversione, relaliva ad uno 
di quesli Iriangoli, Irasformera la curva del quarl' ordine in una del quinto (ari. 6) 
con Ire tacnodi, le varielà della quale corrisponderanno a quelle della curva del 
quarl' ordine. Se per es., la conica primiiiva fosse inscrilla nelF originario triangolo 
principale, allora la curva di qnarf ordine avrebbe Ire cuspidi ceratoidi, e la curva 
del quinl* ordine sarebbe quella rimarchevole linea che Plucker ha segnalata {x, C. 
p. 222, fìg. 35) come dotala di tre cuspidi ramfoidi, 

(e) Rispello alle singolarità di grado supcriore sulla curva primitiva e sopra 
una retta principale, poco più ò mestieri aggiungere. Ad un tacnodo in a corrispon- 
dono nella curva inversa due rami tangenti alla retta Aa ed aventi un contallo tri- 
punto fra loro in A (x. &. p. 165, fig. 20). In sostanza, come regola generale, il 
contatto dei rami in A e d* ordine più elevato di quello de* corrispondenti rami in a. 
Se oL fosse una cuspide ramfoide sulla curva primiiiva, A sarebbe pure una cuspide 
ramfoide per la curva inversa, ma di grado più allo (x. e. p. 170), e cosi via. 
Merita da ullimo d* essere notalo che, quantunque (a) l' inverso di un tacnodo in A 
sia un nodo ordinario in a sulla polare di A, questo nodo diviene pur esso un tac- 
nodo quando si accosta sino a coincidere con B o G (art. 11, iii), e similmente: 



(*) Per es. se il triangolo principale è coniugato rispetto alla conica primitiva, la curva inversa di 
4* ordine ha in ciascun punto principale ambedue i suoi rami inflessi (art. il, ii)... (*). In questo caso 
è poi evidente che due punti principali devono giacere al di fuori della conica primitiva; onde un punto 
principale sarà necessariamente un punto coniugato per la curva di 4" ordine (art. il, es. 2f). Cosirin- 
versione rende intuitive parecchie curiose proprietà, segnalate da PLr>CKBB,che hanno luogo nella curva 
di 4** ordine quando i loro punti doppi sono anche punti d* inflessione (él.6. p. 199)... (T. A. H.). 

(**) Salmon, Conic sectUmSf p. 337; Chaslbs, Sections corUgues, art. 246 (T. A. H.) 

(*) Vedi U mia memoria sulla superficie di 4" ordine di Steineb (giorni di Crclle-Borcbardt, voi. 6t)« art 14-23 
(L. C.) 
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i. Se l*una di due curve inverse ha una cuspide ramfoide in un punto prin- 
cipale nel quale la tangente sia una retta principale, l* altra ha una cuspide ram- 
foide nel polo di questa retta e la relativa tangente è la polare di quel punto. 

Ciò infalli risulla da (b) considerando, col prof. Caylet (•]-), una cuspide ramfoide 
in B colla langenie BC, come nascente dalla coincidenza di una cuspide ceratoide 
in a con un nodo in B. 

Casi speciali dell* inversione quàdrica, 

15. I casi speciali dell* inversione, che corrispondono a ipotesi particolari intomo 
alla posizione dell* origine ed alla natura della conica fondamentale , sono assai nu- 
merosi. La scella di questi elementi dee naturalmente dipendere dalla natura delle 
proprietà che si vogliono investigare col metodo di inversione. Qui non si farà men- 
zione che di pochi fra i casi speciali più utili. 

(1) Quando la conica fondamentale (F) è un' iperbole col centro nell'origine A» 
i suoi assinloti costituiscono le retle fondamentali, e le loro intersezioni colla retta 
air infinito sono i punti fondamentali (art. 3). Ogni retta parallela ad un assintoto 
ha per inversa una retta parallela ali* altro: e le due rette si segano sull'iperbole 
fondamentale (art. 8 ii). L' inversa d* ogni altra retta nel piano è un' iperbole pas- 
sante per r origine ed aventi i suoi assinloti paralleli a quelli dell* iperbole fonda- 
mentale (art. 8, i); inoltre la conica (I) inversa della retta alP infinito si risolve in 
questi medesimi assinloti (art. 9^ i). Ogni iperbola che non passi per 1* origine, ma 
abbia gli assinloti paralleli a quelli della fondamentale, ha per inversa un iperbole 
dotata delle stesse proprietà (art. 6); e se la primitiva ha il centro ali* origine, que- 
sto punto sarà anche il centro dell* inversa (art. 11, es. 3?). Le tangenti a due cur- 
ve inverse in due punti inversi p, p' s* intersecano ora sopra una retta D che divide 
pel mezzo pp' ed è parallela al diametro della conica fondamentale coniugato a pp^ 
(art. 10). 

(la) Quando la conica fondamentale è un* iperbole equilatera, l'origine essendo 
sempre nel centro di essa, il metodo d' inversione diviene identico colla trasforma- 
zione iperbolica studiata dal prof. Schiaparelli di Milano, nella sua interessante me- 
moria Sulla trasformazione geometrica delle figure (*). Allora la retta D, sulla 
quale si intersecano le tangenti a due curve inverse in punti inversi p, p', non sola- 
mente divide per metà pp', ma è inclinata dello stesso angolo, come pp'j a ciascuno 
degli assinloti dell* iperbole fondamentale. 

(f ) Quarterly Journal of Mathieinatìcs, ?oI. 6, p. 74. (T. A. H.) 

{*) Memorie delia R. Accademia delle Scienze di Torino, serie II, tom. 21 (T, A. H.). 



PURA ED APPLICATA. 63 

(2) Se la conica fondamentale è un' ellisse col centro nelV origine, V inversa 
d' ogni retta nel piano è un* ellisse passante per V origine ed inoltre simile e simil- 
mente posta air ellisse fondamentale. L* ellisse (I) inversa della retta all' infìnito si 
risolve ora in un punto che coincide colf origine. Ogni ellisse non passante per 
r origine, ma simile e similmente posta alla fondamentale, ha per sua inversa una 
ellisse dotala delle stesse proprietà; e se la primitiva fosse altresì concentrica colla 
fondamentale, tale sarebbe pure 1' inversa. Le tangenti a due curve inverse in due 
punti inversi /), /)' s'intersecano ancora sopra una retta D che dimezza pp', ed ò 
parallela al diametro della ellisse fondamentale coniugato a /7p' 

(2a) Quando la conica fondamentale è un circolo col centro neW origine, ab- 
biamo, come già si è detto, il caso deìV inversione circolare, e i punti circolari (ima- 
giuari) air infinito sono i punti fondamentali; la retta D diviene, com'è noto, per- 
pendicolare a pp' nel suo punto di mezzo. Dai teoremi ii. ed iii. dell' art. 8 pos- 
siamo ora inferire che : 

(i) L* inversa circolare di una retta passante per uno dei punti circolari è 
una retta passante per V altro, e le due rette si segano sul circolo fondamentale. 

(ii) U inversa circolare di un fuoco semplice di una curva è sempre un fuoco 
della curva inversa; ma se il primo fuoco è nell* origine, allora la curva inversa 
ha due cuspidi nei punti circolari all'infinito (art. 12, i). 

Importa di notare che questo teorema non si applica ad un fuoco doppio f 
della curva primitiva, cioè air intersezione delle tangenti di questa curva nei punti 
circolari. Perchè in questo caso le rette che congiungono il punto inverso f^ coi 
punti circolari intersecano semplicemente la curva inversa sulle rette fondamentali 
(art. 11, i); di più la retta che unisce i punti d'intersezione (corda comune del 
punto-circolo f e della curva inversa) biseca A/' ortogonalmente. Cosi avviene che 
l' inverso circolare del centro f di un circolo primitivo non è il centro del circolo 
inverso, ma è T inverso dell'origine rispetto all'ultimo circolo. Se la curva primi- 
tiva ha punti di flesso nei punti circolari, l'inverso y dell'intersezione y (un fuoco 
triplo) delle tangenti stazionarie non solamente sarà un fuoco della curva, ma la 
corrispondente direttrice dimezzerà A/* ad angolo retto. Però le relazioni focali delle 
curve inverse circolari meritano un esame più scrupoloso; ed io mi propongo di ri- 
tornarvi in altra occasione. 

(3) Quando la conica fondamentale consiste in un pajo di rette reali F, , Fa 
intersecantisi in F, i punti fondamentali B, C coincidono con F, e la retta princi- 
pale BC diviene la coniugata armonica di AF rispetto alle F. , F,. La conica (I) 
inversa della retta ali* infinito è ora un* iperbola per la quale AF è un diametro, e 
gli assintoti sono paralleli ad F, , F,. Due rette coniugate armoniche rispetto ad F, , h\ 
coslituiscooo un pajo di rette inverse , e 1* inversa di ogni altra retta , che tagli 
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BG in a, é una conica toccala in A ed in F da Aoc e BG> di maniera che le co- 
niche inverse di tulle le rette parallelo ad AC sono concentriche, ed hanno AF per 
diamelro comune. Le coniche inverse di tutte le rette passanti per un punto fìsso 
a di AF hanno evidentemente un contallo Iripunto fra loro in F, cosi che le co- 
niche inverse delle rette parallele ad AF avranno in F un contatto Iripunto col- 
r iperbola (I). Tulle le coniche toccanti BC in F, ma non passanti per A, sono 
inverse di coniche dotale delle slesse proprietà, e tutte le coniche passanti per A 
e per F, ma non toccanti BC in quest* ultimo punto, hanno per inverse delle co- 
niche di analoga descrizione. Le tangenti ai punti inversi p, p' di due curve in- 
verse ora si intersecano sulla coniugala armonica di BC rispetto alle Fp, ¥p\ 

(3a) La conica fondamentale può consistere in un pajó di rette perpendicolari 
fra loro. Allora i risultali sono simili e alquanto più semplici di quelli sopra 
esposti. 

(4) Quando la conica fondamentale consiste in un pajo di rette imaginarie in- 
tersecantisi in un punto reale F, gli effetti della inversione sono analoghi a quelli* 
considerati in (3). Per avere costruzioni reali, basta considerare il punto^llisse F 
come concentrico, simile e similmente posto ad una data ellisse (E). Le rette FA 
e BC divengono allora diametri coniugati di (E), e due punii inversi qualunque 
giaceranno del pari su diametri coniugati. Quando le rette imaginarie F, , F, pas- 
sano pei punti circolari, otteniamo la seguente specie di inversione. 

(4a) La conica fondamentale consiste in un punto^rcolare F. La retta prin- 
cipale BC è ora perpendicolare ad AF in F, e la congiungente di ogni coppia di 
punti inversi p, p' sottende un angolo retto di vertice F. Due rette inverse, per F, 
sono perpendicolari fra loro , e V inversa di una retta qualunque nel piano è una 
conica passante per A e normale ad AF in F. Il circolo (I) descritto sopra AF 
come diametro è 1* inversa della retta all' infinito, e tulle le rette che toccano uno 
slesso circolo concentrico con (I) sono inversi di coniche simili fra loro; e queste 
coniche sono ellissi, parabole o iperbole secondochè il circolo in discorso è più 
grande, eguale o minore di (I)... (art. 9, iii). Da ultimo ogni circolo per F, il cui 
centro sia sopra AF, è inverso di un circolo dotato della stessa proprietàj^ e ciò vale 
anche per ogni circolò passante pei punti A ed F. 

(5) Quando l'origine A è sulla conica fondamentale (F) i punii fondamentali 
B e C coincidono con A, e le tre rette principali coincidono colla tangente in A. 
La conica (I) inversa della retta ali* inGnito tocca (F) in A e dimezza tulle le corde 
di (F) passanti per A, e la conica inversa di ogni altra retta nel piano ha eviden- 
temente un contatto iripunto in A con (F). Tutte le rette che convergono in uno 
stesso punto della tangente in A sono inverse di coniche che hanno un contatto 
quadripunto fra loro ; onde le rette parallele alla tangente in A sono inverse di co^ 
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nìcho avcnli in A un coniano quadripunlo con (I). Finalmente, le tangenti a duo 
curve inverse, in punti inversi p, p', si segano sopra una retta D che tocca (F) 
neir intersezione di questa conica con pp\ 

Un caso un pò* più speciale, nelle particolarità del quale non possiamo entrare, 
ha luogo quando la curva fondamentale è una parabola , e V origine ali* infinito 
suW asse di essa, V inversione relativa ad una conica ed al suo fuoco è pure un 
caso speciale che merita attenzione, ma che qui non può essere consideralo. 

Trasformazione correlativa all' inversione quàdrica. 

16. In corrispondenza al metodo dell* inversione quàdrica, vi é naturalmente un 
metodo correlativo, che in certe indagini è egualmente ulile. Esso però non richiede 
un* esposizione separata. Si può anche osservare che la polare reciproca , rispetto 
alla conica fondamenlale, della curva inversa di una qualsivoglia curva primitiva, e 
r inversa della sua polare reciproca conducono a dirittura a curve derivate, delle 
quali le curve pedali, negative e positive, non sono che casi speciali. 



Tom. VII. N . s. 
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SUR LES ÉQUATIONS SIHULTANÉES HOMOGÉNES 

PAR 

E. CATAl^AW 

PR0FB88BUR D*ANALTSB A L*U!flVBR81TÉ DE LIÉGB. 

m 9 m 



!• Je sappose que» dans les équalions de la forme ordinaire : 

dx ày d% dti 

y=^- pT— §- (1), 

les quanlilés P, Q, R» S,... soienl des fonclions, komogènes et du premier degré, 
des variables x, tff Zf »,...; et poiu: fixer les idées, je considère soolement le cas 
OÙ le nombre de ces variables se rédoirail à quatre; de manière qoe 

Pc=Aa?4-By4-Cx-HDtt, 

Q = A'a; + Vy •+• Gz -h D'u , 

} (2) 

R « A"a? + B"y 4- C"a + D"m , 

S = A"'a?-+- B'"y+ €'"«-+- D"'tt. 

Sì l'on designo par >» V, X", X'" des conslanles quetconques» et qoe l'on pose pour 
abréger: 

K = 2XA, L«23iB, M=:nC, N=2lD, (3) 



on pourra remplaoer ehacun des rapports (1) par 

Ka? H- Ly H- Mx 4- Nu 
Uaintenant» disposons des facleurs X, X^, X", X'" de fa^on que 

X _^__'^_2i^ 1 



(4) 



(5) 



(6) 
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< élanl ane inconnuc auuliaire; c'esl-à-dire prenons les équalions 

(A — *) X H- kV -+- AVh- A'"X"'= , 
BX -f- (B- - <) X' 4- B"X"h- B"'X"'= , 
ex H- C'X' + (C" — «) X" + C"'X"'= , 

DX -+. m- + D"X" + (D"'— «) X'"— : 
l' inconnue » sera déterminée par l'équalion 

A '~Sy Af Af '■f 

B, B'-«, B", B", 

C , C, C- «, C", 

D, !>, D", D"-«, 

II. A cause des relalions (5) la fraclion (4) se réduit à 

1 d (>a? -H l ' y 4- l"z + \"'u) 
8 Xx-i-Vy^ X"z ^ X"'tt 

Par conséquenl» si Ton représente par s,, St^s^yS^^ les racines de TéqualioD (7) 
(supposées inégales pour plus de simplicité); par X^, X^, Xj, X^, X'„ .... des valeurs 
correspondantes de X, X', X", X'", véri6ant les équalions (6), on aura pour inlégrales 
des équalions difTerentielles proposées: 



(') 



/Xj£j 

/ X^a! + X' 



X'.y + X".» -+- X' 



A. 






a; + X',y + X".» + X 



\3> + X'ty 4- X"t» + X'" 



'3 / X "4 

III. - Application • Je suppose qae les équalions (1) se réduisenl à 

Ax dy dz du 

y % u X 

auquel cas les équalions (6) deviennenl 

X — »X'= , X'— sX"= , X"— «X'"= , X'"— »X = 






(8) 



(9). 



(10) 



(*) Pour plus de symétrie , j'at pris qufttre eonstantes arbitraires; maiSt ainsi f ae cela doit étrei al- 
lea te réduisent à troia; car l'on peut faìre 

Il *± th. 
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Il réfolle, de eeDet-d, 

««—1 = (li); 



D'aìlleon» oa ntisfait aox éqaalioss (10) en prenant 

Ag— * 9 *I * > * I * f * 1^ * f 

>.«-!, K= -h 1 ,>-.== — 1 . r.=» ^ 1 , 

>3= -+- •-! • ^'3= — 1 . 31*3= — 1^- 1, X-'a^ ^ 1 , 
X4= - 1^-1, X\^ -- 1 , X"4= -h •-l, i"'4- H- 1 . 
Par cODséqaent, Ics inlégrales chercbées soni 

_ r tt>-y-~(x-»)v^-l -| + ^-^ 

00 plotol: 

(y + ti)?— (« -h «)•= A (i«) , 

l(«-+-y -4-«-f-tt) = p — ^-l/[tt — y-f- (« — «)v/-l] 

=r y 4- 1^- 1/ [u — y - (0? - «) 1^- 1] (13);; 

Ay P> 7 etani les Irois constanles arbitraires. 

Pour simplifier la dernière équation, je suppose: 

R»= (tt — y)*H- («-»)• , tt-y=Rcos(p, « — Ji=«R8in^ (14); 

d*où résulle» par des formules connues: 

i [tt— y 4- (« - 1) 1^- 11= m 4- 1^- 1 <P, 

/ [„ — . y — (a? — a) v^- 1 ] = ÌR — v'- 1 ? * 
Les éqaations (13) deviennent alors: 

I (a? 4- tr + « + «) = (3 — •- i 'R -H ? = 7 •+• V^- i »-^ ^i 
0U| ce qui est equivalenti 

M« + !f -H « + W> — ^~^-+- f r 

2^—1 
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Les ÌDtégrales cherchées soni donc, finalement: 

(|f^u)«- («—«)• = A (12) 

l(«4-y-+--H«-+-«) = B-f-<p, (15) 

(tt-y)*4.(«-»)*=R': (16) 

les costantes arbifraires soni A,B»R. Quanl a Tangle 7; il esl délerminé par lea re- 
iations (14). 

IV. Remarque» La mélhode précédente permcUra» qnelquefois, d'intégrer indhreù- 
iement cerlaines équations qu*il semblerail impossible d^aUaquer de front. Par exein- 
pie, si Fon reprend les éqoations 

y % '^ u X '^ 

et qa*on élimine % et u, Ton trouve 






D'une autre coté, si lon pouvait éliminer u, 2 et <p entre les éqoations (12)» (14)^ 
(15), (16)f on arriverait a une certaine équalion 

F(«,y, A,B, R) = (18) 

Satisfaisant à l'éqaalion (17) et contenant trois constante» arbitraires: la première se- 
rait donc V intégrale generale de la seconde. Mais , si cetle élimination est impnh- 
ticablc, rien n^empéche de regarder 2 , tt et 9 comme des varìables auxiliaires ei 
dji prendre pour intégrale de l'équation (17), le systéme des équations (12), (14)^ 
()5) et (16). 

Y. Je laisse de còte l'examen des cas dans lesquels Téqoation caractéristique 
(7) aarait une racine nulle, ou des racines égales; mais ils ne sauraienl offrir d» 
diCGcultés véritables. Par eiemple si Fon prend les équations- 

.Jlf. ^2 ^, (19) 

00 trouve $i^= O9 Mais il est évident que les équationa équivalenl à 

àx — éy _ dy — da _^ d» -f- dy ■+• d« 
y — « X— y "" 2 (« -f- y -+-%)' 



70 ANNALI DI MATEMATICA 

Par conséqoent, les intégrales du sysléme (19) soni 

(« — y)"(a?4-y H-a;) = A, 
(y — x)' (« H- y -h «) =» B. 
Liége, 9 oclobre 1865. 

NOTA ALLA MEMORIA DEL SIC. E. CATALAN. 



Rappresentando per et il secondo membro dell'equazioni (1) differenziali propo- 
ste del Sig. Calalan, avremo 

dx éy àz du 

p- — -Q «p- — -g-^d^ 

Se si prenda t per variabile indipendente gli integrali potranno essere i valori delle 
Xf ìff %f u espressi per < , e più si potranno assoggettare a ricevere dei valori par- 
ticolari per t = to. Ora qualunque sia il numero delle variabili principali x, y, x, u 
il Cauchy nel tomo I? degli Exercices d*Analyse nel 1840 pag. 52, e seg. risolve 
completamente una tal questione per mezzo del Calcolo dei residui, ed ove 1' estra- 
zione dei residui si riferisce ad una certa equazione caratteristica espressa per un 
determinante, e che nel caso di quattro variabili principali si riporta ali* equazione 
(7) del Sig. Calaian. Di più nello stesso volume degli Exercices d*Ànalyse di Cau- 
chy trovasi un'altra Memoria sulf integrazione dell'Equazioni differenziali pag. 327 
e seg.: fra le applicazioni del metodo generale il Cauchy sceglie un sistema di equa- 
zioni differenziali della forma lineare 

d^ dy 

P Q 

Qui pure 1* autore dopo di aver ritrovato un' equazione in k rappresentata da un 
determinante^ dice che gli integrali generali delle equazioni differenziali sono tutti 
compresi nella formola da esso notata col n? 54, cioè 

>aj -I- py 4- vz -+- ... :^ (XJ 4- itxti -f. vC 4- ...) e***"*» 

ove r è un valore particolare di t per il quale le a;, y, z si riducano a (» ti, (;.*•« 
e le X, p, V sono dipendenti per altrettante equazioni lineari aventi per coefGcienti 
quei delle P, Q, R, S e per secondi membri i prodotti kXfkfifkv,,. ove kè una ra- 
dice dell'equazione caratteristica somigliante alla (7) del Sig. Catalana La formola (54) 
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del Caochy pare che sia analoga ali* equazioni (8) del sig. Catalan : proseguendo il 
Cauchy ad altre applicazioni suppone ancora, che le funzioni lineari P, Q, R, S... 
siano aumentate di una funzione della variabile indipendente /, e svolge in formole 
somiglianti gli integrali generali delle nuove equazioni differenziali. 

Vengo ora ad indicare brevemente, quali siano le mie ricerche sullo stesso sog- 
getto. Negli anni 1842; 1843 in una serie di lunghe Memorie pubblicate nel gior- 
nale arcadico mi proposi generalmente di applicare il Calcolo dei Residui del Cau- 
chy air integrazione generale dell* Equazioni lineari e per rendere le formole più ele- 
ganti, e simmetriche feci anche uso dell' analogia deUe potenze con le differenze, cosi 
nella Memoria suU* integrazione dell' Equazioni differenziali pubblicata nel giornale 
arcadico nel 1842, mi proposi d'integrare l'equazioni simultanee sotto la forma 
simbolica 

ore X, Y, Z... sono funzioni dell' indipendente l e per le derivate si ha 



dx -x 

-di-»-»' 



1-%. 



- c=Dz 



I valori di jd, i^, x..., sotto forma simbolica si otterranno dalla risoluzione di n equa- 
zioni con n incognite al primo grado , quindi notando con F (DJ il determinante 
simbolico formato con gli elementi 

D,4- tto, a„ a, ... , 
^o»D,+ ò„ò, ... , 

Otterremo un risultato della forma 

LX -f- MY -f. NZ 



X == 



F m 



y = 



ove L, H, N... sono funzioni intere della caratteristica D« ed inferiori almeno di un 
grado del determinante F (D|). U Calcolo dei residui porge una formola per la de- 
composizione di una frazione composta in frazioni semplici : pel nostro caso avremo 
a decomporre la funzione razionale simbolica, e si avrà per i valori di x, |f, z,... 



^ LoX + Moy4-No P... 

^ 7R ITrcrm — > !f 



(D,-r)[F(r)] 
Lo» Ho, No**. SODO ciò che divengono le L, M, N per la sostituzione di r invece di 
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D^e F (r) sarà il determìnaDle della forma precedente eoo fare la stessa soaUiusione, 
e dà orìgine ad on* equazione P (r) = del grado corrispondente al nomerò delle 
Tarìabili principali. Ora è chiaro cbe le frasioni simbolicbe 

X Y Z 

saranno gli integrali dell' equazioni, differeniiali 

(D,— r){ = X, (D.— r)ti = Y, (D,- r) C «= Z... 

Onesti integrali saranno della forma 

{ = «^(^(r) -h/e-^Xd/) 

e se vociamo inoltre che per l = l« si abbia {s=:a,ii=r^,(=3gp... si trova per 
le funzioni arbitrane f (r)... 

Int^rando inoltre fra i limiti t^=st^f tis=tt chiamando Xg ... ciò che divengano 
le X ... per la aostitoziooe di r invece di I avremo 

J = «e^-*o> H- fV'-^ X.dt, ti = ... , C = ... , 



Per nlteriorì sviluppi si può consultare la mia citete Memoria, e terminerò queste 
breve note con osservare che quando sia X ss , Y «= , Z sir ... i valori di 
jB, y, 1 ... potranno essere espressi sotto le formole simboliche 

X = («L -4- PM -+- yN -h ...) e , y = ... 

ove si prenda ^"^^TfItÌT 

I valorì di Xf 2fy z ... soddisfano ali* equazioni differenziali simultanee, e per l«<, 
si riducono ad a, ^, / ...» e pia la funzione 8 veri6cherà 1* equazione differenziale 

F (Dje = 

epcrl=lo e = D,e = 0, 0/9 = 0, u^e^i 

l'estrazione dei residui si deve estendere a tutte le radici dell'equazione F (r) =* 0. 
Per r integrazione delle equaziohi differenziali simulteuee si può anche consultere 
l'opera di G. Boote differemiial equatioms, Cambridge 1859 pag. 295, ed anche 
r opera del Sig. Carmichacl Ae eakulus of operaikms ìjoadoa 1855 pag. 67 e seg. 

BiiaiAaA ToavoLui. 



PURA ED APPUCATA. 73 



DEGÙ nrVARIANTI E GOYARIANTI 

DKLLE FORIB BINARIE 

ED IN PARTICOLARE DI QUELLE DI 3! E 4? GRADO 

PER F. SIACCI 



1. Làì 



l. 



la teorìa degl* inyarìanti si può dire originata da una Memoria del prof. 
Boole (*) intomo al seguente teorema « In una equazione algebrica, in luogo 
N di a: si sostituisca a: ly^ e sia V = o, la condizione affinchè essa abbia due ra- 
N dici eguali. Se liberata l'equazione dalle frazioni, in luogo dì x si pone aa:+|3j', 
» in luogo di^ si sostituisce a^ x -^^xj •* ^ si forma coi coefficienti della trasfor- 
» mata una funzione V analoga alla V, si ha V'=fA V dove fx è una certa quantità 
ji dipendente unicamente da a, |3, a, , ^, ». La verità di questo teorema apparisce 
cbiararamente a chi considera^ che se la primitiva equazione ha un fattore qua- 
drato, dovrà averlo eziandio la trasformata, e per conseguenza avendosi V'= o^ 
V dovià essere fattore di V. D'altronde i coefficienti della trasformata essendo 
funzioni lineari dei coefficienti dell'equazione primitiva, l'altro fattore non potrìt 
essere che una funzione di a, |3, a,^ |3,. 

Dietro le importanti proprietà trovate nella funzione V^ il sig. Cajlej si 
propose di determinare a prioriy quali funzioni possedevano questa qualità del- 
Viiwariabilitài cioè quando una funzione omogenea sia linearmente trasformata, 
quali funzioni dei nuovi coefficienti siano eguali all'analoghe dei primitivi, mol- 
tiplicate per una quantità indipendente da queste. E trovò che molte altre fun- 
zioni godevano di tal proprietà oltre quella considerata dal Boole. Tali funzioni 
furono gì* invarianti (**). 

(*) Cambridge Malhematieal Journal. Nwember 1841. 

(**) Il Cayley le chiamò IperdeUrminanti : l'altro nome più significativo Tacquistarooo dopo. 

Tom. VIL NT 2. 10 
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In segnito tro^ò più generalmente per una fonzione omogenea a un nomerò 
qualunque dì rarìabili, che esisterano funzioni delle stesse vaiialiili, clie coderaoio 
pfoprieta analoghe a qndle òt^ùwariantij cioè che dùanando ^m ^a^ ^a^ , 
i coefficienti di una funzione per ts.f(x,j, z) a tre varìalnli^ «^ A,, A, , A, , ... 
i coefficienti della trasformata 

si poterano arere delle funzioni f soddìsCMrenti alla condizione 

9 (X, Y, Z, A, , A, , A, , ...) = /* <p (x,j^, «, «. , a, , a, , ...) 
dore^ come nt^^ invarianti ^ 



n •= 



a p y 

«I Pi 7i 

«a Pa 7a 



Queste funzioni furono i cwariantì (*). 

È facile redere come negFinvarianti e covarianti doyeano avere un riscon- 
tro importanti fatti geometrici ed analitici. In geometria analitica infatti un 
invariante rappresenta una proprietà di una data curva^ indipendente dalla scelta 
degli assi , come p. es. V avere un punto doppio ecc. ; un covariante esprìme 
un'altra curva, la quale gode di certe relazioni colla curva rappresentata dalla 
funzione primitiva, che non cambiano col cambiare degli assi. Nell'equazioni al- 
gebriche è manifesto come gl'invarianti debbano entrare nella condizione di esi- 
stenza delle radici immaginarie, neUa condizione di esistenza di radici eguali, ecc. 

Io mi propongo in questo scritto di riassumere con facili dimostrazioui al- 
cuni dei principali metodi per ottenere gl'invarianti e i covarianti di una forma 
binaria nonché alcune proprietà delle forme binarie di sT e 4? grado. 

2. Dalla natura stessa degli invarianti, si deduce la loro proprietà carat- 
teristica di essere funzioni omogenee dei coefficienti della funzione proposta. In- 
fatti siccome i coefficienti della trasformata sono funzioni omogenee e dello stesso 
grado rispetto ad a, ^, a, ^, , affinchè tutti i termini dell'invariante trasformato 
abbiano lo stesso fattore omogeneo ^ è necessario che sieao tutti dello stesso grado. 
Inoltre se in una binaria di grado n^a^ , a, , a, , ... a,, sono i CùeffcietUi dei ter- 
mini che contengono la j al grado o, t^ s ....r^la somma degVindici in ogni 

C) II detemninante di cui pi è una potenza dicesi wtoéhUo della sosUtocione , e la sostiUuione 
dicesi «n^NMMlvIare quando il modolo «= 1. 
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termine di un invariante del grado m nei coef fidenti della funzione^ è costan- 
te ed uguale ad — . 

Sia infatti la funzione 

«o ^ •+■ «I xT-y -H a, x^-^y -+- ... a«7*. 

In luogo di X sostituiamo por; l'invariante I, fatta astrazione da una potenza 
di p, non caiiibiera di valore. Parimenti se oltre la fatta sostituzione poniamo 
altresì fT a^ in luogo di a^. V invariante della nuova funzione sarà uguale ad I 
moltiplicato per una potenza di p. Quindi l'invariante di 

sarà uguale all'invariante corrispondente di 

«o (p ^T -+- «I ?(? ^r*" /-+-«, p'(p x)*^* j' H- ... p* fl« 7* 

moltiplicato per una potenza di p. Ma l'invariante di quest'ultima funzione si 
trae dall'invariante I, moltiplicandolo per una potenza di p, e sostituendo p"* a^ 
in luogo di ar' l'invariante I adunque avra la somma degl'indici di ciascun ter- 
mine costante. Inoltre l'invariante, salvo il segno, rimarra inalterato se cambiamo 
or in 7, ed 7 in x. Ma l'effetto di tale cambiamento, ^ come cambiare a^ in 
a^^,. £ perciò se a, ^, y ... sono gl'indici in un termine dell'invariante si avrà 

« -+- P -h y H- . . . . = (n — a^-^in — p) -+- (« — y) -f- • ... 
donde « -4- fi _4_ y -+. . . . = 

Quindi se chiamiamo la somma degl'indici in un termine di un invariante ordine 
dell'invarìante stesso, potremo formulare il seguente teorema: 

Un invariante qualunque di una funzione di grado n è omogeneo in 
grado e in ordine rispetto ai coefficienti della funzione \ e se m è il grado 

dell invariante f t ordine è — . 

2 

3. Quanto ai covarianti, siccome un covariante è omogeneo non solo rispetto 
alle variabili, ma anco rispetto ai coefficienti della funzione originale, esso ri- 
marra inalterato, salvo una potenza di p, se noi cambiamo x in px e a^ in 
p'ar ; quindi se a^ a^ Sy è il coefficiente di x^ nel covariante dovrà essere co- 
stante la somma 

fx-ha-f-P-f-y-f-... 

D'altra parte siccome il valore del covariante, salvo il segno, non cambia se in 
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luogo di a, si pone tf.^ , si vwrk 

f»-h«-f-P-hr-h...«=(»' — rt-f-(n — «)-f-(n— P)H-(ii— 7)H-. . . 
donde 

doTe n' i il grado in x, /* del corariante. Donde ricaTiamo l'altro teorema ; 

L'ordine di ciascun termine di un covariante è costante ed uguaie ad 
I (ma + n') essendo n il grado detta funsione criginaley vi quello del cooa- 
rianiCf ed mil grado del covariante rispetto ai coefficienti di essa fànaane. 

4. 11 teorema del $ s. ci abilita a flcrìrere la parte letterale lE on ìava- 
rìaDte di grado determinato. 

Si voglia per esempio l'invariante dì qnarto grado di nna cnlnca. 

n sno ordine sarà i-j^-^s. Esso sarà adunque della forma 

A a^aia^a^^Bai a^a^ a^-^Ca^a^ n, «, H- D a, a, it , a« -f- E a, a^ if , «, 

In generale l'invariante di grado m di nna funzione di grado n, sarà composto 
di tanti termini , quanti sono i diversi modi , in mi il numero ^ può essere 
spezzato in m nnmerì da o ad n indusivamente. 

Vediamo ora come si possono determinare i coefficienti dei diversi termini 
di un invariante. 

5. Le condizioni a cui dee soddisfare un invariante si possono ridurre alle 
due seguenti. 

1! Se in una funzione ad x si sostituisce x + X^ lasciando jr inalterata , es- 
sendo 1 il modulo di trasformazione^ l'invariante non dee cambiar di valore, 
i! Se in una funzione ad j si sostituisce ^ + fu: lasciando x inalterata, l'in- 
variante non dee cangiar di valore. 

Ora sia la funzione 

(1) rt, X* H- n a, X*-' jr H ^ ^ a, ar""* J* -f- ... ««7* 

se in questa facciamo la prima sostituzione avremo 

rt^ x" -h n (a, -H XaJ x*~'7 -h-^- ' (a^ -t- % X a,-*- X^ajx""^^^* H- .... 

e l'invariante I della (i) si trasformerà nel corrispondente 1' di quest'ultima fun- 
zione, scrivendo a,H-Xap in luogo di a^, a^-^iXa^-^X^a^ in luogo di a a, ecc. 
Se ora sviluppiamo 1' secondo il teorema di Taylor ed ordiniamo la sèrie ri- 
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spetto a X, ì coefficienti delle diverse potenze di X dovranno tutti essere eguali 
a zero. E considerando il coefficiente di X, dovrk aversi primieramente 

di di di di 

<*> ''•d7.-*-'^'dT.-*-'^«d^-*--'*^-d7, = ' 

Ora se questa condizione si verìfica , si annulleranno tutti gli altrì coefficienti 
di X*, X^, ecc. Infatti il coefficiente di X* è 



^•da. 



I dì di i / d à Vi 

a, 'dfla da4 1.2 \ 'da 'da / 

e questo h precisamente 

i/d d d\/d d à \, 

i.2\ da, dfla dfl3 /\ da, da, d<i3 / 

In pan maniera si troverebbe che il coefficiente di X*" è proporzionale ad 

/ d d d \--Y d d d \, 

\ 'd/i, da, daa / \ da, 'da, daa / 

Donde si trae, che la (2) sarà condizione necessarìa e sufficiente perchè sostituita 
X -H X^ in luogo di X, I non cambi. Analogamente la condizione perchè la I 
non cambi sostituendo ^ -t- /xr in luogo di jr, sarà 

dì , ^ di di 

Le condizioni (2) e (3) si possono ridurre ad una sola; giacché siccome la fun- 
zione (1) non cambia, scambiando le variabili fra loro, la I non cambiera di va- 
lore se si cambia a^ in a„_r* (*) 

5. L*equazione (s), mentre ci da le condizioni a cui dee soddisfare l'inva- 
riante I ci offre il destro di ^ determinare i coefficienti numerici di un invariante 
di ordine qualunque. 

Abbiamo infatti trovato 

A aj a J -t* B aa a, a, ao H- C aa aj -4- D aj ao -*- E a\ al 

Operando col simbolo 

dì di di 

''-d^-*-'^'d^,"^'''-d^ 

(*) Dell' equaiione (2) si trae imiDediaUmente che la somma dei coeflBcienti numerici deirinva- 
riaote è « 0. Essa integrata ci darebbe totti gl'invariaDti della funiione. 
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abbiamo 
(B-»-«A)«3fl,aì-*-(3C-»-«B)fl3fl!«.H-(«E-t-«I>-t-3B)aJa,a,-t-(4E-t-3C)«J=o 

ed eguagliando a o il coefficiente di ogni termine e prendendo A = i si ba 

B = — 6, C=4, D = 4, E= — 3 

L'invariante di terzo grado di una biquadratica è 

A «4 fl, «o -t- B fl4 a J -*- C flj «^ H- D «3 a, a, + E a\ 

ed operando col simbolo 

d d d d 

«o 1 H « tf , 5 H 3 a, j H 4 «3 T — 

da, da, das da^ 

si trova 

(iB-H2A)fl4fl,fl,-+-(D-»-«C-»-4A)a3a,a^-f-(iD-i-4B)a3aJ-f-(«E-»-3D)aJfl, = o 

donde 

A = i, B = — 1, D=2, E = — 1, C = — 1. 

6. Il Cajlej dal teorema superiore e dall'equazione (2) ba ricavato una for- 
mola cbe può dare il numero di invarianti indipendenti ammessi da una funzione 
di un dato ordine. Ecco il suo ragionamento. 

Nel formare l'invariante di un dato ordine col principio dell'omogeneità del 
grado e dell'ordine noi abbiamo un certo numero di coefficienti incogniti da de- 
terminare, e questo numero è pari al numero di maniere in cui il numero ^ 
può essere spezzato in m numeri interi da ad ra. Sia 



IT 



questo numero. L'equazione (i) è composta di un certo numero di termini di grado 
m rispetto ai coefficienti della funzione e di ordine ^ -* t, e perciò il detto nu~ 
mero sarà 



[?-i. 



Tante adunque saranno le equazioni fornite dalla (i) per determinare i coeffi- 
cienti numerici dell'invariante. Ma (uno di tali coefficienti può sempre porsi ugnale 
all'unita) il numero dell'equazioni necessarie deve essere 






Laonde il numero d'invarianti indipendenti, cbe ammette una funzione di grado 
ennesimo sarà dato dal numero di soluzioni in numeri interi e positivi rispetto 
ad m dell'equazione 



[mn T rmn i 

—]-..-• = [--1. 
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La ricerca degllnvarianti con questo metodo riesce alquanto laboriosa. Noi 
ci contenteremo di ricercare l' invariante dì s? grado di una funzione dì grado 
ennesimo. Da quest'invariante, col sussidio dei covarianti, troveremo invarianti 
di grado superiore. 

7. L'invariante di s.* grado della funzione 

. , n(n — i) _ , . 

a.x^-^n a, x— * jr h — — - jc^^^y -f- ... -t- a.y 

1 • s 

è della fonna 

A a, a« -f- B fl, a,_, -H C « , «,«, -t- ... 

Se n h impari si avra 

[mnn n — i rum "i n -t- i 

Quindi una funzione di grado ìmpari non ammette invarianti di s.** grado. Se 
n e pari si ha 

in -i rmn n n 

Cambiamo adunque Yn in ip^ e scrìviamo l'invariante cercato così : 

I = A a, «a^ -+- B a, a,^, -+- C a, a,^, -t- ... -+- Ma^., fl^+, -*- N a^ 
l'equazione (s) applicata a quest'invariante dk 

3^Ah-Bs»o (syt? — i)B-t-iC = o (y — s)C-t-3D=ro 



rmn 



^ -*- i) M -H yN =3 
donde 

A=.. B=-«o, c=»<»— u=-y^y~'^^~*^ 

'^ 1. « 1. «. 3 

]^ ^ ^ (y — t) ...(;> -^ t) 

«. 2. 3. . . * p 1 

Perciò l'invariante cercato sani 

t.« '^ i. S. 3.../? — i '^ 

Per una funzione di s.* grado si avrii adun^e 



Per una di 4.': 



«o «j — a\ , 
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Per ima dì •? grado: 

Il o tf« — 6 tf , tf 5 -f- 15 tf , «4 — li «J ; ecc. 

Ora Tediamo come si possa da un invariante ricavare nn covariante. 
8. Se in nna funzione U noi ad x sostitnianio je -+- X x^, ad jr sostitmamo 
jr -^ ly e quindi svAn^iamo, i coefficienti ddle diverse potenze di l saranno 
della forma 



{-é.-^yé;f-- 



Onesti coefficienti^ dove x' y sono congredienti mix tàjr^ ossia si trasformano 
con analoghe sostitnaioni^ si chiamano gli emananti della fnnzìone U. Ora h fa- 
cile provare come ogni emanante sia nn covariante. 

Infisitti facciamo in Inogo di x^jn x\ y le solite sostituzioni lineari, siccome 
si hanno le identità 

X -H X x' = « (X -f- > X') -+- p (Y -H 1 Y') 

7-t.iy = «.(XH->X')-f-|3.(Y^iY) 
se ha luogo 

si avrà eziandio 

f(x -f- \x\j -t- i/') = F (X H- X X^ Y -*- X Y) 

e sviluppando col teorema di Taylor, siccome \ e un'indeterminata dovn aversi 

come doveasi dimostrare. 

Ora supponiamo costanti le x, ^ e variabili le x^ y-, se facciamo unica- 
mente in x\ y le solite sostituzioni avremo 

ove a, bf ... sono funzioni di x, jr^ che divengono rispettivamente 

d^F d^F 

dX^' dX'^-'dY ' '• 

quando x, jr, sono linearmente trasformate. 
Se ora I è un invariante, si avrà 






, . . .) 
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essendo M il modulo della sostituzione 

x' = « X' -t- P Y' , y = «, X' -t- P, Y'; 
facciamo le sostituzioni anco in x ed j^ avremo l'identità 

(d'' F d' F \ 

dXJ^' dX^«dY j' 

adunque 

/ d^/ àPf \ _ j_ /d^ d^ F \ 

Vdx'' da:^«d/ j"~ M^ VdX ' dX'^'dY' / 

Quindi il teorema : 

Se l è un vwariante di un emanante^ considerate costanti le x ^ y e 
variabili le x', y'; esso sarà un covariante della funzione originale, quando 
X, y sono considerate come variabili. 

0. Abbiamo trovato l'invariante di secondo grado di una funzione di grado 
ip, essere 

ip(fp — 1) {ìp — i) .-. (P -*- i) , 

(4) «. a., - V «. a.^, M- ZSZ__«.«,^. _ .... ^ i.rz...p-i "' 

a questo invariante in virtù dell'ultimo teorema conìsponde il seguente cova- 
riante di una funzione U di grado qualunque 

d'^U d*^ U __d»MJ_ _d^MJ_ y(y — 1) d*^ U d'^ U 

^'' dar''' d j*f *^ dx»^» d^ dr, dj^''-' "*" 1.2 dx'f^dp^ dx^dp?^ 

_^ ^ (y — i)(y — «)...>^i) / d^U Y 

1. 2. 3 ^ — 1 ydx'' d^/ 

Per p = i sì hti 

dMJ d'U / <^*^ Y 
d or* dy \d X djr/ ' 

Questo covariante dicesi YHessiano della funzione U. E evidente che se U è del 
grado n, VHessiano sarà una funzione di grado s(n — s) nelle variabili e di !•* 
grado nei coefficienti. 

In generale il covariante (s) sark del grado %(n — ip) rispetto alle variabili 
ed avrà i coefficienti di grado s/ rispetto ai coefficienti della funzione originale. 

Egli ^ evidente che il covariante superiore non è applicabile, che a fun- 
zioni di grado superiore a y; applicato a funzioni del grado y , tornerebbe 
l'invariante di s.** grado gik trovato. 

Siccome un invariante e un covariante di un covariante è un invariante e 
un covariante della funzione originale, si vede come dall'associazione del covariante 
Tom. VII. NT 2. 11 
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(5) e deU'inyarìaQte (4) si possa far nascere una serie indefinita di invarianti e 

coyarianti. 

Tutti però quest'invarianti e covarianti sono di grado 1" rispetto ai ooef- 
ficienti. Vediamo come si possano ricavare invarianti e covarianti di altri gradi. 

iO. Sia una funzione ? (r, /) di grado n, cbe per sostituzioni lineari di- 
venga $ (X , Y). Cerchiamo i valori di 3-? , 3-^ in funzione di j^, jrv* Dal- 

dx d j^ dA d I 

l'equazioni 

x = «X-+-pY, jr«a, Xh-P.Y 

M = op, — «,p 
avendosi 

X = -^(P.x — M. Y=-l.<— «.*-»- «7) 

si ricava facilmente 

•*? * /fl *** cl»\ df 1 / d* d«\ 

d^=MVP'dX~"'dTj' cÌ>=Ml,~PcÌX"^"dYJ 

le quali equazioni possono essere scritte così 

Ora h facile ricavare da queste equazioni le seguenti relazioni siid)oliche 

d7=M;L"dT-^-H~àx/J '<-'>*d^ = ìFL"'dY-^^'l-dx)] 
<-*)' dj^ -=• JF^ [« A -^ ^ (~À)]' [«• À -^ ^' (- cs)I 

donde si vede, che se ha luogo la relazione 
si avrk aacora 

ove i simboli 

jd^ ^ d d 
d/ dar' IT dX* 

sono applicabili a funzioni diverse da / e F. Se con f(x^x) si denota la fun- 
Mone (i) ed i simboli r—» ^ si appGcano alla stessa funzione^ si otterrà l'in- 
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variante di 2.** grado gik trovato. Ma se quei simboli si applicano ad un cova- 
riante di /, di grado maggiore od eguale ad / si avrà un altro covariante di/, 
ovvero un'invariante. 

Cosi l'Hessiano di una funzione di quarto grado a x^-^Ab a^j -h ,„ h 

(ac — ft")x*H-i(arf — hc)a?jr'^(ae-^thd — 3c')ary-*-i(fte — cd)xy^'^(ce — rf^^* 
ed operando su questo col simbolo 

d* - d* 

^•d^-^-'^'d^dP"^-" 
si ha l'invariante 

ùce -+- s hcd — oft — eb^ — c^. 

In virtù del teorema del $ s. possiamo convertire questo invariante nel covariante 

d*U d*U d»U d»U d»U d^U _ 

di? djr' àx^ ày dor^ dj àx àjr^ dx* dj* 

ti. Finalmente abbiamo una fonte anche più feconda di covarianti negli 
evettanti. 

Se in luogo di x\ y e ài Xy jr si fanno sostituzioni lineari analoghe, si ha 



^ J 




a P 




X 


Y 


x' y 




«I Pi 




X' 


Y' 



Se adunque la funzione f (x ^ f) per sostituzioni lineari diviene F(X , Y), 
è evidente che si avrà ancora 

/(x,^) -+- X {xy — x'jr)' = F(X, Y) ■+■ X' (XY' — X'Y)- 
il cui primo membro sviluppato da 
K -+- ^f") 31^ -^n xT-'j (a, — Ay— ' x) -+- ^^^^~^^ ar— »7*(fla-HXy'-*x'")-»- ecc. 

Sia ora I un invariante della f(x , j) ; il corrispondente invariante 1' di 
questa funzione si otterrà da I sostituendovi in luogo di a^ , a,-+-Xy , in luogo 
di a,, a, •^- xy*~'ar', ecc., e perciò si avrà 



r — I -+- X //*-= y*-' x' -5 H ecc. ) I -*- ecc. 

\ da, -^ da, / 



che è eguale alla corrispondente funzione delle variabili X , Y e dei coefficienti 

A,, A, ecc. di F(X, Y); eguagliando adunque i coefficienti di X, e Udendo gli 

accenti ricaviamo che 

d A \P 



(^d^.-^-'d^.--)' 
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trasformato linearmente si camlna in ona funzione di simile forma rispetto ad 

V(X, Y). Cioè e nn corariante. Esso dicesi evettante dell'invariante I. 

is. Abbiamo osservato al principio del $ li. che il binomio xjTj — xjr ove 
Xtj , Xxy fi 9'^^'^ variabili congredientiy si trasforma in M(XY( — X^Y). Que- 
sta osservazione ci pone in grado di fonnare degl'invarianti e dei covarianti per 
mezzo delle radici della binaria. 

Infatti la binaria U si può mettere sotto la forma 

(xjt — x^)(xx^ — x%j) (xTu — x^x) 

ove or, :/, , x^ijr^. . . - x^ij^ sono le radici della binaria. Per la detta os- 
servazione se nella U presentata sotto questa forma dove x^jy x^ y j^ , ar, ^j^ 
• ' ' ' ^m ì Jfm. ^^'^ congredienti, si fanno le sostituzioni lineari, si avrii 

M«(XY, — XJKXY. — X,Y) . . . (XY.— X.Y). 

Adunque il binomio xjTr — x^jr sarà un covariante di U. Similmente si vede 
che una funzione omogenea di quantità della forma del detto binomio sarà al- 
tresì un covariante , e sarà un invariante se composta di fattori della forma 
XrJTg — ^ijfry essendo x^\jr » x, \j, radici della U. 

Ora una espressione composta di fattori simili ad XrX, — x,jr si ottiene 
quando in una funzione simmetrica delle differenze delle radici di un'equazione 
funzione contenente in ogni suo termine ciascuna radice lo stesso numero di volte, 
si sostituiscano in luogo delle radici a, ^, y .... ì rapporti x^ij^^ x^ ij^ , 
^3 • ^3 ••• 6 SI moltiplichi il risultato per una potenza conveniente di a^. Adunque: 

Una funzione simmetrica delle radici di un*equazione darà luojgo ad un 
invariante della binaria corrispondente, se ciascuna radice entra lo stesso nur 
mero di volte in ciascun termine della funzione. 

Cosi se cL, J3, /, ò sono le radici dell'equazione 

rtx* -t- 4Òar' -t- «cr* -t- Adx -h ex* , 

e se la I3 esprimono gl'invarianti quadratico e cubico della binaria corrispondente 
si ha 

^i3 = 2 («— my — *)'[{« — /){P — *) -H (« — W — r)] • 

Può anche dimostrarsi facilmente che una funzione della forma 

2 (X — «r(P — 7)- ecc. 

ove ciascuna radice entra lo stesso numero di volte in ogni termine, da luogo 
ad un covariante. 
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Cosi Vffessiano di una forma binaria di 3? grado h 

2(0:— «)'((3-y)\ 
13. Indicherò finalmente il secondo metodo per rinvenire invarianti e cova-^ 
rìanti , usato dal Cajley fin dalle sue prime ricerche su tal soggetto , metodo 
che da luogo ad un algoritmo speciale, ed a conseguenze importantissime. 
Siano le due funzioni 

e s'indichino le derivate parziali della prima con •-=— » -r — » quelle della seconda 

con -z — 9 X — . Ora abbiam veduto che se Xi r, sono congredienti con x^r^ si ha 
dx ajr 

(x,^. — «a7.) = M pC, Y. — X. Y.) 

Da questa equazione tenendo conto di quanto si è osservato nel % 9, discende 
la simbolica relazione 



id 


id 
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id 


id 


dx 


àj 




dX 


dY 


2d 


2d 


— f* 


sd 


2d 


djc 


dr 




dX 


dY 



Perciò il primo membro di questa equazione sark un simbolo di operazione per 
ottenere invarianti e covarianti del sistema di funzioni U V, giacché nelle fun- 
zioni risultanti non è più necessario ritenere gl'indici delle variabili. Se U e V 
sono funzioni identiche o di grado eguale si avranno invarianti se mh eguale 
al grado di U e di Y; in ogni altro caso si avranno covarianti. 

Il simbolo (1) si suole esprimere così is". Ed è chiaro che il prodotto dei 
simboli 12"*, 23*", 31"*... applicato a funzioni U^ V, W3... esprimeià eziandio in- 
varianti e covarianti del sistema U V W... 

Da tutto ciò si ricavano facilmente i seguenti corollari: 

1? il simbolo li"* applicato ad una funzione di grado m da l'invariante (1) ap- 
plicato ad una funzione di grado superiore da il covariante (2); 

2? 12"* = o^"* dove a, fi sono cifre qualunque, e per conseguenza se m è im- 
pari avendosi nello stesso tempo li"* ==^ — 21"', li"* == 21'", sarìi li"* ■=» 0, come 
abbiam trovato per altra via; 

3? il simbolo ti* X 23* X 3I* X 14'' X . . . rappresenta invarianti e covarianti , 
il cui grado nei coefficienti sarà eguale al numero delle difierenti cifre che en- 
trano nel simbolo; 

4? il grado in x , ed jr del covariante espresso dallo stesso prodotto di 
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simboli applicato ad U farà np — («H-P-Hr-t- ...), se la cifra t occorre nel 
simbolo a Tolte» la cifra s ^ volte, la cifra 3 7 volte ecc. e ;» è il namero delle 
cifre dìSmaù: donde segue cbe se moki ottenere un invariante dovrà aver» 
ass^sr^^s» ...=/», doè ogni cifra ripetnU lo stesso numero di volte» e 
questo numero dee essere eguale al grado ddla funzione. 

Si voglia l'invariante del 3? ordine della funzione U. Esso sarà della forma 
(«. M. 34^. Qmaàì sì vede che non si possono avere invarianti di 3? grado da 
una funzione di grado impari. Inoltre se | è impari, siccome nel simbolo cam- 
biando due cifre tra loro cambia il segno del simbolo stesso, cosi le sole fun- 
zioni di grado Am possono ammettere invarianti del 3! ordine. 

14. I principi stabiliti ci abilitano a provare un importante teorema del 
sig. Uermite cbe si suol denominare « ^effÀM^ di reciprocità >. 

// numero d'invarianti eli grado p nei coeffdentì, possedtai da una bi- 
naria di grado n, è eguale al numero di invarianti del grado n posseduti da 
una binaria deWordine p. 

Infatti se 12*. 23*. 34'... è un invariante di grado ^ di una funzione del grado 
n, il numero delle figure i, f, 3... sm-p, e ciascuna di esse occorrerà n volte. 
Quindi potremo formare una funzione 

ove ogni differenza a — fi corrisponde a un simbolo is. E questa funzione sod- 
disfera alle condizioni accennate nel teorema del $ 12, perchè dia luogo ad un 
invariante, e quest'invariante san del grado it, ed apparterra ad una funzione 
del grado /?, che ha per radici a, fi, 7, d... 

Cosi siccome una funzione di 4! grado ha un'invariante del s? ed uno del 3! 
grado, essa ammetterà tanti invarianti del grado ^** quante sono le soluzioni in- 
tere dell'equazione ix-^zj*^ p,ed altretUnti saranno gl'invarianti di 4? grado 
ammessi da una binaria dell ordine p. 

La regola di reciprocità dell'flermite si estende facilmente anco ai covarianti. 

Sia li^. 34^. ss'... il simbolo di un covariante, ove le differenti cifre siano 
p di numero, la 1 sia ripetuta a volte, la s 6 volte, e cosi di seguito. 11 co- 
variante saia di grado p nei coefficienti , di grado {n — a) h- (n — ft) «tH ... 
rispetto alle variabili. 

Formiamo ora la funzione cocrispondente 

2(« — P)>(P — yr(y — a)' . . . (X — «)-'(x — P)'-' . . . 

Le quantità a, fi, y, d... sono evidentemente p di numero, ciascuna di esse è 
ripetuta n volte, ed h innalzata alla potenza massima n. Ora questa funzione 
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da luogo ad un covariante di grado (n — a) -H (n — b)„» nelle Tarìabili , di 
grado n nei coefficienti, ed appartenente ad una binaria dell'ordine p. 

Quindi risulta, che ad ogni covariante di una binaria delV ordine n, di 
grado p nei coefficienti corrisponde sempre un covariante di grado n nei coef- 
fidenti di una funzione di grado p. 

II. 

15. Il primo degrinvarianti osservati fu, come abbiamo accennato, quella 
tale funzione dei coefficienti di una binaria, che fatta ^=3 0, esprime la condi- 
zione di eguaglianza tra due almeno delle sue radici. Quest'invariante è pre- 
cisamente il discriminante della binaria. La considerazione di esso è importan- 
tissima, anzi si può dire essenziale alla funzione stessa; così ci permetteremo di 
parlarne più particolarmente. 

Sia la funzione 

U ==- a, ar" -H n a, ^ ^ j H — x^ jr -H 

1 *z 



ce oc 
se — ^9 — ^ ... sono le radici di questa funzione, il discriminante di esso sani 

evidentemente espresso da 

Infatti questa è una funzione intera ed omogenea dei coefficienti a^ , a, 1 a,... che 
si annulla per Teguaglianza di due qualunque delle radici. 

Questa espressione ci permette di presentare il discriminante in forma di 
determinante in funzione delle potenze delle radici della equazione corrispondente 

/ (t) = a„ <" H- n a, ^-"» H- ^'^ ^' a^ €"^ -*- ... «= 
Difatti se a, ^,7... x ^^^^ ^^ radici di questa equazione sarà 

^■ir, = («— «' (« — if - (« — xf (P — r)' • • • (^— x)' • • • 

o 

Ora se estragghiamo la radice da ambi i membri, « sviluppiamo il secondo per 
la moltiplicazione dei suoi fattori» i evidente che uno dei termini di esso» fatta 
astrazione dal segno equivarià al prodotto 
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e tutti gli altri si ricaveranno da questo facendo tutte le possibili penantaziooi 

tra le lettere «, ^, 7... X- 

Ciò premesso ordiniamo lo sviluppo secondo le potenze ascendenti di a ; 
avremo 

yZ-jl^D = A. H- A, « -H A, «* ^ . . . A.^. «-' 

I coefficienti A. A, A, ... A»«, avranno la proprietà di annullare il primo mem- 
bro di questa equazione, allorché a viene surrogato da |3, 7... x; quindi 

= Ao -*- A, p -*- A. p" -*- . . . A^, B"-« 
= A, -*- A, 7 -H A, 7* -t- . . . A,_, 7—* 



= A, -*- A, X -*- Aa X ■+- • • • A.., x*"' 

Ora è evidente che A. A, A,... A..^ sono i complementi algebrici della prima 
linea del determinante 



i 


a 


a .... a*""* 


i 


p 


P" . . . . P— » 


i 


r 


/ 7— 


• 


• 


■ • * • ■ ■ 



* X X • • • • X 

fatta astrazione da un coefficiente numerico sarà == al quadrato di 
questo determinante : perciò si avrà D proporzionale ad 






flo*^-*' 



S. 



S3 



Si 



I 



> . • . 



'«+1 



'«•«•a 



*— 1 



'«•^i 



.... 



J.1.-1 



dove Sr rappresenta la somma delie potenze erresime delle radici a, ^, 7*** X* 
Questa espressione del discriminante ci permetterebbe di calcolarne il valore in 
funzione dei coefficienti deUa funzione. Siccome però il calcolo delle funzioni 
simmetriche è laborioso, si è ricorso ad altri principii in virtù dei quali la ricerca 
del discriminante si riduce ad un problema di eliminazione. 
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I». Osserviamo primieramente che se f(t) è la derivata di f(t) il discrimi- 
nante saia proporzionale ad 

/•(«) m m ■ • -fbd 

Ora questa espressione h precisamente leliminante, ovvero il primo membro del- 
l'equazione risultante dall'eliminazione di tj fra 

/W=o e /W = o 

Il che d'altronde h troppo evidente, giacché per la definizione stessa del discri- 
minante 

D = 

rappresenta la condizione perchè due radici siano eguali , ossia perchè abbiasi 
simultaneamente 

Si riprenda ora la U. È evidente che gli stessi valori che posti in luogo 
di t riducono a zero 

/W e /•(«) 

sostituiti in luogo di f annulleranno anche 

dU 







U ( 


' d 


X 


Ma in 


virtù di un teorema 


di Eulero i 


si ha 








;iU— -j— 
d X 


x-^- 


dU 


dunque 


i valori che verificano 
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U = 


dU 
da: 


= 


verificheranno eziandio 












dU 










àj " 


= 





£ perciò la ricerca del discriminante si riduce all'eliminazione di x^ ed jr tra 
le due equazioni omogenee 

dU^ dU^ 

d X àjr 

Quindi il discriminante di una binaria, ed in generale di una funzione omoge- 
nea si definisce : // risultamento delt eliminazione delle sfariabili fra tutte le 
derivate parziali della funzione rispetto alle variabili stesse» 

Tom. VII. N? 2. ^ 2 
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17. Vi SODO moltissimi metodi di efiminaziooe: il metodo dialitico del Syl- 
vester ci pennette di esprìmere facilmente in forma di determinante, il discri- 
minante della binaria U. Questo metodo che conduce agli stessi risultati del 
metodo di Eulero, ma più semplicemente, è il seguente : 

Siano due equazioni omogenee di grado m ed n. Si moltiplichi la prima 
successivamente per or*"', or*"^, x"~'^... /*■"', e l'altra per jc"^' , x^~^, 
JEr*~y... y^*' Avremo m '^n equazioni. E se da queste eliminiamo 

come altrettante incognite al primo grado, avremo nella risultante, la risultante 
delle due equazioni di grado m ed n. 

Nel nostro caso le due equazioni sono 



(n — i) . , {n — \){n — 2) . ■. , 



a, X—' -*- i^-_^ fl, x^-^jr ^ 



1.2 

(„ _ i)(n — 2) 



«—.^'^•=0 



aixT-^jr* -f- 



1 ~ " 1.2 

Se operiamo su queste due come è stato indicato si otterrà 

n — 1 

— : — tfi . ^M-i 



s=r 



n — 1 



•««-a ««-I 







n — 1 



(n — i)(n — 2) 



D 



«. 2 



«a 



««-i 



n — 1 



«a • «1 



n — I 



««-I o. 







n — 1 



(n — i))n — 2) 



1.2 



«3 



E questa san in generale l'espressione del discriminante di una binaria. 

Da quanto è stato detto di sopra si ricava agevolmente, che il grado del 
discriminante è sempre s(ii — 1); e per conseguenza l'ordine rispetto agli indici 
è n(n — 1). 
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18. Se la funzione U h eguale al prodotto di due altre funzioni f {xj) , 
ip (xjr), allora se chiamiamo A A' i discriminanti di queste due funzioni^ e se 
si rappresentano con 

M^i *^3 *^3 *^ X *** % *^ 3 

— — ) ~— » ~~~ • m , , f ~ ''i ' ■ f > f .... 

jx j* yz j\ j% y^ 

le rispettive loro radici si ayrk 

D = AA- {x,y,—x\j,f {x,j\—x\j,f .... (x,j\—x\r-r • • • 

Ora il prodotto dei binomi quadrati che figurano nel secondo membro è rap- 
presentato dal quadrato del prodotto 

^(^\r\) ^{x\yii ^{x\y^ . . . 

ovvero del prodotto 

^(^iji) 'K^aja) +(^3^3) . • • 

Donde concludiamo : // discriminante del prodotto di due funzioni è eguale al 
prodotto dei loro discriminanti moltiplicato per il quadrato del loro eliminante. 

19. Discende facilmente da questo teorema che il discriminante di 

a^x^-^a^x^-^jr-^a^x^-^y-^ . . .-f-«„ J* 

h della forma a^ (f -^ al ^ dove <{' è il discriminante della funzione 

fl, x""~* -4- a, x"""* j -f- as x"-^^* -*-... «, j'*"'. 

Questo fatto si fa manifesto se si osserva che fatto a^ =^ la funzione propo- 
sta diviene eguale al prodotto di jr per la funzione di grado n — 1 soprain- 
dicata. In pari modo si dimostra che lo stesso discriminante è della forma 

20. Supponiamo ora che una funzione abbia il fattore quadrato {xjr^ — ^iT)** 
Trasformo la funzione ponendo xjr^ — x^y =s Y. La nuova funzione avrà A^ 
e= A. = 0. Ne segue che il primo evettante del discriminante sarìi della forma 

Y" -i-^ , cioè si ridurrà ad {xjr^ — x,^)". E questo può essere un metodo per 

trovare le radici eguali. 

Ma il discriminante stesso ci presenta immediatamente il mezzo per tro- 
vare queste radici eguali. 

Infatti se « è una doppia radice della V = a^x^-^a^x'^^-^a^''^'^.,. 
la funzione (a, -f- X Ao) x" -H ja, -*- X A,) x*"' -h ... avrà « per radice, purché 
V = Ao «" -h A, «"~* -f- ... =» 0, ed in tal caso potremo scrivere 
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U ^ X V = {x — a) [<f(x) ^X^{x)]. 

Perciò il discrìminante di U -*- XV, sarìi divisibile per [^ («) -*- X<|* («)]* e siccome 
tf (a) = 0, sarìi divisibile per X*. Ora chiamando A il discriminante di U sarà 
il discrìminante di U H- XV 



, /, dA , dA \ 

A -*- X ( A^ T h A, 1 1- I 

V «ddr. da, / 



Per ipotesi A = o ; il coefficiente di X sarìi pure eguale a zero , e perciò sani 
un fattore della V. Quindi si avrà 

dAdAdA dA ^ ., ^_, 

dfl, da, da, da, 

21. La teoria dei discriminanti trova una spontanea applicazione nelle super- 
ficie sviluppabili. 

Una superficie sviluppabile si può definire : 1* inviluppo di un piano che 
ha un parametro variabile. 
Ora se supponiamo 

U ^at^-^nbt*-* -t--^ -cf"^ -\' .... = 

1.2 

l'equazione del piano mobile, di cui t sia il parametro variabile, ed a, 6/ e... 
siano funzioni lineari delle coordinate x , jr , z f D = o rappresenterà 1' invi- 
luppo di quel piano , ossia una superficie sviluppabile del grado 2(/t — i). La 
classe di queste superficie sarà evidentemente n. Se a, ò, c«... sono funzioni 
lineari di due sole coordinate, D = o rappresenterà l'inviluppo della retta U. 
Essa sarà una curva d'ordine i{n — i), e di classe n, 

III. 

22. Accennate le principali proprietà comuni agl'invarianti e covarianti delle 
forme binarie di qualunque ordine, consideriamo in particolare gl'invarianti di 
quelle di 3? e 4? grado. 

Sia la cubica 

(i) U = ajc^ H- dbaiy -f- 2cxx* -*- dj^. 

Mi propongo primieramente di ridurre per mezzo di sostituzioni lineari que- 
sta funzione alla forma 

(2) AX^ ^ BY3 

più semplicemente alla forma 
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essendo 

A tale oggetto considero senz'altro il determinante 

17* —^J f 



C = 



a 
h 



h 
e 



e 
d 



È facile dimostrare die 

C = husf 

essendo h un coefficiente numerico. Infatti moltiplicando il detto determinante 
per 
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c = 



ax -^bjr ^ bx -{- cjr 

bx -h cjr , ex -^-djr 
Ora facendo le derivate seconde rispetto ad x, ed j di ambedue i membri del- 
l'identità 



aa^ -*- ibx^jr -H 2cxjr^ -f- dj^ 



w 



C = 



= huv 



si ottiene 

flx -4- ^ = X'tt -f- XJ i^ , Aj: -f- c^* =» Af<tt-hX, ^1 i' , cjcH- flf;^ = f**a -4- /^J i' 

e perciò 

X*i* -h XJi^ , X fA u -4- X, ^, i^ 

X f* M -4- X, fx, ì; , f** i^ -f- f*J ì; 

Ora se risolviamo l'equazione C = o , e troviamo i suoi fattori lineari 

X -f- Tnjr , X -^njr 

avremo immediatamente 

U == k(x -4- mjf -f- ^x -*- Tij)^ 
ed A, B saranno determinate per mezzo di semplici relazioni di primo grado. 
Il determinante C detto dal Sig.' Sylvester il CanorUzante della U non è 
che l'Hessiano 

(ac — F)x* -*- (ad — bc)xj- -{- (bd — c^)jr* . 

Il cui discriminante è identico al discriminante della U. Onde ricaviamo senz'ai- 
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tro il noto teorema che un' equazione di 3? grado ha due radici immaginarie 
quando D < o, le ha tutte reali quando D > o. Quando D = o, la cubica non 
può essere posta sotto la forma canonica. La forma più semplice della cubica 
in tal caso h xy. 

Notiamo di passaggio che il metodo adoperato per ridurre la (i) alla for- 
ma (2) è valevole per la riduzione della funzione omogenea 

. . (vt — (im — 2) ,. , 



alla forma 



1 . 2 



\ m 9 M 



«a— .7 



an — I 



essendo Ur una funzione lineare di a: ed ^. In tal caso il canonizante sarebbe 



xT —or— »j 



C = 






o^*f 



•*a 
«3 



««-I 



^«+1 



. . a 



"+1 



• • ''a»— I 



hu^u^' » . U^ 



La riduzione alla forma canonica di una funzione di grado tn — 1 dipenderebbe 
COSI da un'equazione di grado /t. 

La cubica U messa sotto la forma (s) ci gioverà per dimostrare assai fa- 
cilmente alcuni teoremi relativi agl'invarianti e i covarianti della medesima U. 
Infatti siccome queste funzioni mantengono colla primitiva le stesse relazioni co- 
munque questa sia linearmente trasformata, sani sufficiente esaminare le relazioni 
che passano fra la funzione posta nella sua più semplice forma e i suoi inva- 
rianti e covarianti per concluderne, che le stesse relazioni hanno luogo per una 
binaria qualunque dello stesso grado. 

23. L'unico invariante posseduto dalla cubica U è il suo discriminante, il 
quale ottiensi dall'eliminazione di x e di j^ fia le due equazioni 

- — = ax^ -f- VJxj -»- cy = 



ed e 



I dU - a j a 

- -r— i=i bx -h iCX/' -^ djr =0 



A = A{ac — b^)(bd — e») —{ad — bc)\ 
11 Sig.' Einsenstein a proposito di questo invariante ha trovato, che se 



PURA ED APPLICATA. 95 

A= ad* — 3^crf-*- ac^ 
B = — acd-^ ib'd — he* 
C = — ahd -4- MC* — Ve 
D = ad — mbc -4- ìP 
si ha 

4(AC — B')(BD — C) — (AD — BC)* = [ A(ac — b*)(bd — e*) — (ad — bc)* f. 

Questo teorema enunciato dall*£insenstein senza dimostrazione (*), può essere pro- 
vato come segue. 

I valori di A, B, C, D possono essere espressi cosi : 

. 1 dA _ 1 dA ^ 1 dA 1 dA 

2da «dò «de \ ad 

Si vede facilmente che se A' è il discriminante della funzione 

dA dA dA dA 

il teorema sopraenunciato è rappresentato dalla relazione 

(4) A' = i«A3 . 

Ora la (s) è Tevettante dell'invariante A', perciò se poniamo la U sotto la forma 

la (3) prenderà la forma 

iad(aa^ — dj^) 

donde si ricava immediatamente la relazione (4). 

Il Prof. Brioschi (**) ha dedotto lo stesso teorema immediatamente dal teorema 
più generale che « ogni invariante di un evettante è una funzione algebrica, in- 
» tera, razionale degFin varianti della funzione originale », e per conseguenza es- 
sendo A' di la? grado^ dovrà essere 

24. Il discriminante A rappresenta, come abbiam veduto al J. Si; l'inviluppo 
di una linea o di una superficie, la cui equazione è la cubica U,dove a,bfC,d siano 
funzioni di due o tre coordinate, eà x :jr rappresenti un parametro variabile. Se la 
superficie h un piano, il discriminante rappresenta una superficie sviluppabile. 

Se adunque <z, ò, e, d sono funzioni lineari di tre coordinate, l'equazione 



(*) Creile, tomo 27, paff. 105. 

(**) AttfMli di scienze Matematiche e Fisiche. Nov. i854. 
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A = o 

rappresenta niu superficie sviluppabile di quart*ordine e di 3/ classe che ha per 
linea di regresso una cunra rappresentata da due deirequazioni 

(5) {ad — fec) — , oc — 6* «r= , bd — e* = 0. 

Questa curva e una cubica gobba. 

Al teorema analitico dell'Einsenstein corrisponde il seguente teorema geo- 
metrico, che l'inviluppo della superficie di terzo grado 

dA , dA , dA dA _ 

da Ab de dd 

della quale t sia il parametro variabile h una superficie sviluppabile di quart* 
ordine identica a quella rappresentata da 

A =.0 
Inoltre siccome la linea di regresso della A = 0^ è rappresentata dall'equazioni 
(5) si avrà 

AD— BC = A{ad— bc) , AC — B' = A(ac — b^) , BD — C» = A{bd — e') (•). 

Un elegante teorema di Cinamica dello Chasles trova una facile dimostrazione nella 
proprietà di A di rappresentare una superficie sviluppabile del 4? grado, «r Se 
» tre punti si muovano uniformemente su tre rette nello spazio il piano mobile 
» che passa per questi tre punti inviluppa una superficie sviluppabile del quart* 
>» ordine ». Siano infatti JCi , /", > Zi ; ^% 9 J^% 9 ^^j «2:3, ^3 , Z3 , le coor- 
dinate di quei tre punti. Esse rappresentano funzioni lineari del tempo. Siano 
jc , jr, z le coordinate correnti di un punto del piano. L'equazione di questo 
sarà 



X 


r 


z 


1 


^1 


ji 


«I 


i 


x^ 


r^ 


Za 


1 


oci 


J3 


23 


1 



= 



Sviluppando questo determinante, avremo un'equazione della forma 

a^ -f- 3^^ -f- 3C* H- £/ 

ove a, &, e sono funzioni lineari di Xy jy z, e questo basta per la dimostra- 
zione del suenunciato teorema. 

25. Consideriamo ora la cubica in rapporto ad alcuno dei suoi covarianti, 

(*) n Cayley (Creile , t. 34, p. 148) ha tromto che se sì chiama A" il determinante delle de- 
rivate parziali del 2? ordine rispetto ad a, b,c, il di A si ha A''=3A>. La dimostrazione del teorema, 
che segae, trovasi nel luogo citato. 
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e coosideiiamola nella sua fonna canonica. Se con H e con J s'indicano l'Hes- 
siano, ed il primo evettante del discriminante, si avrà 

U = aa? -f- dji^ , H = adocy , J = ad(aa? — dy^). 

Donde ricaviamo 

r— AU* = — 4ff. 

Essendo J* — AU* un cubo perfetto , anco i suoi fattori J =fe U ^A sa- 
ranno perfetti cubi. Ed infatti si ba 

J^U v^A = ia«€«ar^, J — U |/A =iflrf*^ . 
Ora siccome 

xah -4- ^dl 

è uno dei fattori di U, cosi il fattore corrispondente sarà proporzionale ad 

(U |/A ^ J)» -4- (U ^A — J)l. 

Questo metodo di risoluzione della binaria U \ dovuto al sig. Caylej. 

M. Vediamo ora quali rapporti esistano tra le radici della cubica, e quelle 
dei covarianti H ed I, considerati questi e quella come rappresentanti di si- 
stemi di punti in linea retta. 

Le radici x : y delia cubica posta sotto la forma canonica sono determi- 
nate dall'equazioni 

(«) X -*- ky = 0, x-^kty =^^ i ar-f- kl^y = o 

ove k*=^\J\^ e t, t* sono le due radici immaginarie dell'unita negativa. 

L'Hessiano della cubica h aday^ e le sue radici saranno o e — od . 

Se adunque esprimiamo con X, Y queste due radici e con a, fij y le tre 
radici della cubica date rispettivamente dall'equazioni (s), si avrà 

(X<.py)=(Xpy«)=(Xy«p) = t 

ove (Xa|3y) ecc. esprimono i tre rapporti anarmonici fondamentali del gruppo 
Xa^, In simil modo si avrebbe 

(Y«p7)=(Ypy«) = (yy«p)=f', 

dunque {*) i due gruppi formati colle radici di una cubica y e con ciascuna 
delie radici del suo ffèssianoj sono equianarmonici. 

Inoltre VHessiano di una forma cubica rappresenta due punti, che ri- 
spetto al gruppo rappresentato dalla cubica j hanno i centri armonici di 2? 
ordine fra loro coincidenti. 

Infatti se oì^ rappresenta un centro armonico di 2? ordine del gruppo a^ 
rispetto ad w, , si avrk (**) 

(*) Cremona, Introduxione ad una teoria geometrica delle curve piane, p. 22. 
(**) Cremona, bri, p. 10. 

Tom. VU. NT 2. ^3 
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M, — a «a — P ft», — P •>. — y ^ «, — y •>, — « __ ^ 
«•i — « »i — P «I — P «i — 7 "*i — 7 «1 — « 
Questo è un coTarìante. Questo covariante, osserrando ai rapporti fra i coeffi- 
cienti della U e le sue radici, h rappresentato dall'equazione 

axj X, -+- djlj^ = 0. 

Ove si h posto X, :jr^ per w, ed x, :/, per »,. Affinchè questa equazione ab- 
bia due radici eguali , h necessario si abbia ad x^ /^ = o; e con ciò rimane 
senz' altro dimostrato il teorema. 

Questi due teoremi sono dovuti al Prof. Battaglini; da questi due teoremi 
egli ha dedotto l'altro enunciato dal Prof. Cremona: se iàn sistema di quat- 
tro punti in linea retta è equianarmonicOy tre qualunque di essi harmo ri- 
spetto al restante due centri arfnonici di secondo grado coincidenti (*). 

17. Vogliasi un punto che sia in rapporto armonico , con uno dei punti 
rappresentati dalla cubica rispetto agli altri due. 

Sia 

Ax'-hjBx/h-Cj* 

il fattore della cubica, che contiene le radici corrispondenti a questi due punti. 
Se xjr^ — x^jr h il terzo fattore si avrà 

A j, = a , s B j, — A x' e- , Cjr' — i B x, = o — Cx'=r d. 
Il punto richiesto sark dato dall'equazione 

^A x' -f- B; V -♦- (B x' -f- Cy)x = o, 
ossia avuto riguardo alle (7) dall'equazione 

(8) x;-' -*- xy — 0, 

ed eliminando x', y, tra questa e la nx'^ -+- dy^ = o, otteniamo 

ax^ — dy = 0. 
Adunque il covariante di 3* grado di una cubica^ rappresenta tre punti con- 
jugati armonici rispettivamente di ciascuno dei tre punti rappresentati dalla 
cubica rispetto agli altri due (**). 

28. Passiamo ora alle binarie dì 4? ordine, e consideriamo la forma generale 
(o) U = Ax* H- 4 è a^j -4- e e x^* -»- 4 dxy -h- ey. 

La forma canonica di essa h 

u^ -H- i^* H- 6 A- M* p' 

(') Giornate di Matematiche di Napoli, 1863. p. 280 e 314. 
(••) Battagltni, ivi, p. 314. 
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dove 

Essa oon può essere ridotta alla forma u^ + v^y giacché questa non conterrebbe 
che quattro costanti, mentre queste nel caso generale sono cinque. 

La detenni nazione dei coefficienti X, /m, X, , fx, si riporta alla determina*- 
zione del prodotto iWf il quale sarà della forma 

A:rr'H-Ba:^-*-C^*. 
Conosciute A^ B, C, nei fattori di primo grado di questa funzione avremo 

A fine di determinare i tre coefficienti A , B , C mi gioverò del teorema del 
§. 10. Opero adunque col simbolo 



d* 



+-B 



àjr* dx djr 



d^ 
d.r' 



sopra ambi i membri dell' identità 

ax^ -^Aba:^jr-\- òc jc^jr* -^ a d xj^ -^ ej'^ = m* •+- i'* H- 6 ^ tt* i^' 
ed eguagliando i coefficienti di x*j xy^ j^ ottengo 

IAc — sB^^H-Cfl =A:'A 
kd — 2BcH-C* = A:'B 
Ac — sBé/H-Cc «=>t'C 
ove 

>t' = 2(4AC — B»)jt. 

Ora eliminando A, B, C otterrò il determinante 

a h c — k' 

b e H- é >t' d 

c — k' d e 

ossia 

(n) ì^ — k\ae — 4 W H- 3c*) — 2(«ce -f- %bcd — ad* — eb* — c^) =« 0. 
I coefficienti di questa equazione sono gl'invarianti quadratico e cubico della 
biquadratica (Indicherò in seguito quest'invarìanti rispettivamente con S e T). 

Risoluta questa equazione sostituendo uno qualunque dei tre valori di k 
nell'equazioni (io) otterremo A, B, C. 

20. La forma canonica della biquadratica U corrisponde alla forma in cui 
il nostro Ferrari pose per risolverla, l'equazione di 4? grado (*). Onde l'equa- 



= 



(*) Il Ferrari infatti ridusse la biquadratica aUa differenza di due quadrati. Ora da questa diffe- 
renza si passa mollo facilmente alla forma «^ + ^ + <^ x' v*. 
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zìone (il) si può considerare come la ridotta o risolvente della biquadratica. Per 
risolvere l'equazione di 4? grado» vari altri metodi si sono studiati, metodi che con- 
ducono a risolventi diverse. Ora è ifacile dimostrare come tali risolventi non siano 
che trasformate a sostituzioni lineari della (ti). A tale scopo richiamiamo breve- 
mente le varie risolventi, che si adoprano per la risoluzione della biquadratica. 
Sia l'equazione 

Si ponga per maggior semplicità 

b e d e 

a '^ a ^ a a 

e siano 

j:* -H m j: -h ;i , x* -f- m' j: -*- ;i' 

due fattori di 2? grado primi tra loro della (la). Si avranno le relazioni 



m 



-^ m = Ap 



nw! -4- m'/i = 4 r 



Dalle (13) si ha 



donde 



Aipn — r) A{pn'—r) 

n — n' n — n 



Sottraendo 6 ^ da ambi i membri di questa equazione , ed osservando che 
6^ — mm' = n H- n', si ha 

(14) (71 H- 7i')5 — «7(/n-/i')* ^(kpr—s)(n -*- n') — 8(y*— ^)5 — 16 r»= 0. 
Questa è la ridotta di Lagrange. Se si 'fa n -f. n' == u^ si ha dalle (13) 



(is) 



donde 



(m — m'\* 

( j 1 = (w — 1^)» =^* — M H- «^ , 



e fatte le sostituzioni si avrebbero equazioni di 3? grado in (m — m')^ , od in 
(m — y)', che corrispondono questa alla ridotta di Cartesio, quella alla ridotta 
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che ottiensi per lo spezzamento della x in quattro parti. Chiamo ora 9 (tf) una 
di queste ridotte, p. es. quella di Lagrange; avrò 

Ora se sf soddisfa alla condizione (^^\\f) = 0, si ottiene 

e con ciò rimane dimostrato che le varie ridotte trovate della biquadratica (is) 
si deducono l'una dall'altra per mezzo di sostituzioni lineari. Esse avranno inol- 
tre il discriminante comune colla biquadratica. Questa proprietà del rimanente de- 
riva facilmente dal seguente principio, da cui Lagrange ha mostrato doversi rica- 
vare le diverse ridotte di un'equazione. Se x^, x^^ x^, . . x^ sono le radici 
di un'equazione, e si ponga 

ove a è una radice immaginaria ennesima dell'unita, i diversi valori assunti da t 
per tutte le possibili permutazioni di a, a'... ce" sono le radici di una ridotta 
dell' equazione di grado n. Ora è evidente che se due radici di questa equa- 
zione sono eguali, lo saranno altresì due della trasformata, e perciò il discri- 
minante di questa sarà eguale o proporzionale al discriminante di quella. 

30. Abbiam veduto che l'invariante cubico si ottiene ponendo tq in luogo 
di u nella ridotta di Lagrange, e moltiplicando per una quantità costante; adun- 
que T a= esprime la condizione 

n-^n! = tq^e=s\ mm! 

a cui debbono soddisfare le radici ^i > ^a » ^3 » ^4 9 ossia 

X, Xa -4- JJa j:4 = 5 (j:, x^ -4- j:, X4 •+- x^ Xz -4- x^ 0:4). 

Questa relazione esprime che le radici or,, x,, Xi, X4, sono in rapporto armonico. 
Siano 0e, |3, y le radici di una qualunque delle ridotte dell'equazione di 4? 
grado, e si ponga 

*•«-/' P'-pzr^' y^-T^^ì 

Sì avrà 

«. H- Pa = i , Pi -4- 7« = i , 7. -4- «, = 1 . 

Da queste relazioni si deduce, che a„ ^„ /. rappresentano tre rapporti anar- 
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monicì fondamentali. I pnnti a cui questi rapporti anarmonici si riferiscono sono 
i quattro rappresentati dall*equazìone di 4? grado. Ora se a, |3, y sono le ra- 
dici della (il), e si pone S=o^ si avrà 

dove t t* sono le radici cubiche immaginarie deirunità, e fi == y/2T ; quindi 

Donde ricaviamo il teorema ; un equazione di quarto grado ^ il cui quadrinva- 
riante sia nullo, ha le quattro radici in rapporto equianarmonico. 
Se si pone T = o, si ha 

ciò eh* esprìme il teorema già dimostrato, cioè se V ifwariante cubico di una 
equazione di quarto grado è nullo, due delle sue radici sono con/ugate ar- 
moniche delle altre due. 

31. Le forme sotto cui si presentano le radici di un' equazione di quarto 
grado, adottando Tuna o Faltra delle accennate risolventi, sono notissime. Non 
credo però superfluo riportare lelegantissima forma data dal Cayley al fattore 
di primo grado della biquadratica U. 

Sia adunque 

U = a:* -f- j* H- 6 ^ x^j^ . 
Il suo Hessiano sarà 

H = ^(a?* -♦- j4) H- (i — 3^'k'7* 

ove q h determinato dalla (li) ovvero dall'altra 

(16) 42^— S2H-T = 0. 

Notiamo che siccome 

S = l-4-3^', T = q—q^ 

le tre radici dell'equazione in z saranno 

flTH- 1 q — 1 

z, = q, z, = —^—^, 23= — ^. 

Ciò premesso, risolviamo col metodo di Ferrarì la U; il suo fattore lineare sarà 
proporzionale ad 

Innalzando questo fattore al quadrato ho 
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ovvero 

2 ^7(Z3 — Z Ji H- (j:* H- J^)(2, — Z,)J •+- (X* — J^*)(Z3 — z,)i 

rendendo implicito in ogni radice il doppio segno. 
Moltiplicando ora per 

ed osservando alle espressioni di U e di H si ottiene 

(Za — Z3)(H — z,V)i -H (Z3 — z.)(H — 2.U)J -H {z, — z.)(H — z,U)l , 

Adunque la radice di questa espressione sarà proporzionale al fattore lineare 

della biquadratica U. 
32. Sia Fequazione 

(jc* -4- mar •+- ti) -*- «(j?* •+- m' x -f- n') «= o 

dove <a h una quantità variabile, ed i trinomi tra parentesi sono i due fattori 
di 2? grado considerati nel §. 29. La suddetta equazione rappresenta un' invo» 
luzione di 2? grado, di cui fan parte le coppie di punti determinate dai detti 
fattori. I punti doppi di questa involuzione saranno determinati dall'equazione 

(17) X{i H- w) -+- I 1=0 

dove &> soddisfa alla relazione 

(i8) 4(i -f- w)(/i -H- w n') — (m H- w m')* = o. 

Se ora eliminiamo a>^ m, m\ n, n' in virtù delle (i5) e (i4) la risultante in x 
rappresenterà i punti doppi delle tre involuzioni determinate dalla biquadra- 
tica. Questa eliminazione riesce assai facile se noi consideriamo la biquadratica 
nella sua forma canonica. 

L'equazioni (is) divengono in questo caso 

/ /— ti . /u* , u /u* 

m = V — {u H-6^) > m .= — V — (i^H- 6^)> n = — 1-\/ i , n= w i 

e la (14) 

(? "^ 7(7 — * j (" H- 6 ^) =- 0. 
Ora sostituendo i valori di m, m', n, vl nelle (17) e (is) si ottiene 

x(i H- «) -H 3 (l — w) yl — (m H- 6 ^) = 



2 W(l -»- w)"-t- 4(1 *>') V * -*~ (* <^)' (W -+- 6 ^) «= 
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e tra queste eHmìnando » si otteni 

^ 1-4- » 

(x*— y)^— (u-HS^) — ixy^— 1=0. 

In qaestm espressione iaodamo snccessiTamente 

u u 

— His=?0» 1=0, l*-4-f^ = 0. 

Si anà 

X* — 1=0, x*H-i=o, x = o, x=« 

e perdo sostitnendo x : j^ in laogo di x, U risaltante cercata san 

x;^x* — 7*) = 
Onesta espressione è propornonale al coYarìante ti*, n di U, il qoale h 

j = (i— f^)xr(x*— 7*) 

Adnn^e J rappresenta i sei ponti doppi delle tre involasioni deteimìnate dalli 
radici della liiqaadratica U. 

Osserrando i valori di H e di V si trofa J* proporzionale ad 

(H — S.UKH — S.DKH — zjU) 

orrero (ponendo niente alla (te)) proponionale a 

4H^ — SHU*-hTU^ 

u. Teiminerò coirosserrare che il disariminante della biquadratica U h di 
pendente dagllnTarianti quadratico e cubico per la relaiione 

D = S^ — kT 

e cbe se D ss rappresenta una superficie sriluppabile (àoocbè aTTÌene quand< 
i coefficienti della biquadratica rappresentano dei piani), la sua linea di ngttssi 
^ espressa dalle due equaiioni 

s»t, T=t n 

Paria, Ottobre ili». 
n Caylfy, Set Im l^pwiUiiirtiwte. CrWIe. Imm M, ^ 147. 
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SIILA FLESSIONE DELLE SUPERFICIE RIGATE 



mam(Bi&aii 



DEL PROF. E. BELTRAMI 



Rappresenlìamo con £|t))C le coordinale orlogonaìi di una linea qualsivoglia trac* 
ciala sopra una superficie rigata, che riguarderemo come direttrice di quesla super-^ 
ficie e che assoggelleremo alla sola' condizione di non confondersi con una delle ge- 
neratrici rettilinee; con lym^n i coseni degli angoli che la generatrice passante per 
il punto ({, Y), C) fa coi tre assi, e con v la lunghezza della porzione di generatrice 
compresa fra il punto anzidetto ed un altro punto qualunque della generatrice stessa. 
La superficie potrà rappresentarsi colle equazioni 

in cui le /, m, n sono legate dalla solita relazione 

2. P-f-m»4-n*=l. 

^oi supporremo tanto le I, m, n, quanto le (, y,^ ( funzioni dell* arco t« delhi direte 
Irice, epperò avremo parimente la relazione 

3. fV yi'*-f- C"= 1 , 

iu cui gli accenti indicano derivate prese relativamente ad u» 
Poniamo per brevità 

/" 4- m'* •+- n'* -= i" , 

e rappresentiamo con $ V angolo formato dalla generatrice colla direttrice > cioè pò* 
niamo 

5. li* ■+- mW 4- nC* = cos 9» 

Tom. VII. N. 3. 14 
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Qaesl' angolo, come gU altri che si preaenteranno in aegnilo, sari misoralo nel aenao 
in cai ai procede dalla direzione positiva della direttrice (cioè da qoella peeondo 
cui cresce tt) allt direzione positiva della generatrice (cioè a quella secondo cui 
cresce v)^ 

Riguardando le u, v come coordinate curvilinee ed adottando le noie aegnalore 
di Gauss, si trova: 

6. E«i -f-Si^+cV, F»cos9» 6«i. 

Supponendo ora che la saperficie, considerata come flessibile ^ ìneslendibile » 
venga a cambiare di forma» in modo però che le soe generatrici retlilÌBee si con- 
servino tali» è chiaro che la direttrice si trasformerà in ona certa altra carva, di 
cai indicheremo con (,» m, ,Cx le coordinate» nel panto corrispondente al ponto ((yiitC)» 
mentre le /» m» n si mnteranno in l^^m^^n^. Le variabili ii» v avranno lo slesso 
valore nei pantì corrispondenti delle dae saperficie» epperò affiMhè l'elemento K— 
neare sia» come dev* essere» identico per le due saperflcie» ossia aiBnehè le E»F»6 
Siena le medesime per 1* una saperficie e per P altra» è evidentemente necessario % 
sofficiente che sussistano k tre equazioni: 

IVI -f- mi -h < =3 i* 
^i'iH- m,iQ',-h n.C',— cos a» 

alle qnalt debbonsl aggiungere le due seguenti 

8. ll-^ml 4- nj =* 1 » Pf-h^ 4- CJ « f . 
Notiama che per essere 

si ha 

9. IP»-*- mii«-H iC« — (» -H «"sen e). 

Ora chiamando p it raggio^ di curvatura della direttrice primitiva nel punto (ii) ed 
Ht r angola che questa raggia fa col piana tangente della superflcie» si ha 



fundi 



10. «•-hmti"'-HnC*^=8eaa^?iiI 



li * sen =» — (v 4- fi* sen $). 
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Dunque air ultima delle equazioni (7) si può, in virtù di quella che la precede» 
sosliluire la seguente 

COSu, COS ft) 

12. ' = . 

e p 

la quale esprìme che le curvature geodetiche delle due direttrici sono le stesse nei 
punti corrispondenti. Questo risultato poteva essere stabilito a priori , come conse- 
guenza della nota proprietà fondamentale di queste curvature: ma il processo t^ 
nuto ci insegna» ciò che è assai importante pel nostro scopo, che le tre proprietà 
espresse dalle due prime equazioni (7) e dalla (12), come sono condiiioni eviden- 
temente necessarie per f identità degli elementi lineari delle due superficie, cosi sono 
anche sufficienti a determinare questa identità. 

Chiamando òw la minima distanza delle due generatrici infinitamente vicine 
corrispondenti ai valori » ed » + ^ti, si ha 



. V «" sen'fi — X* - „ ,- ^ 



13. 



l mn 

s ria 



per cui la quantità sempre reale V«" sen'fl — x* non può essere nulla che quando 
la superficie è sviluppabile. Questa formola non sussiste, o, per meglio dire , diventa 
indeterminata per le superficie cilindriche, nelle quali si ha al tempo stesso «'« x » : 
in questo caso particolarissimo si ha evidentemente 

13'. die^ s=> dti sen B. 

Le funzioni Ì|, vii, Co ^i> ^i> *^i« ^^^ determinano la superficie trasformata, deb- 
bono soddisfare a cinque equazioni, equivalenti alle (7.), (8.). Quindi è chiaro che 
una di esse deve potersi scegliere ad arbitrio, ovvero che le espressioni generali 
delle anzidette sei quantità debbono involgere una funzione arbitraria. Cosifatte 
espressioni generali sono state assegnate dal sig. Minding (*), che pel primo *si è 
occupato di questo argomento, e dagli altri autori che hanno seguilo le Sue trac- 
eie (**). Ma se coir introduzione esplicita di una funzione arbitraria può dirsi che 
il problema sia risoluto analiticamente in tutta la sua generalità, non è lo stesso 
quando si abbia di mira la quistione geometrica. £ chiaro infatti che, per detenni*» 
nare completamente la natura della superficie trasformata , si può prescrivere una 
nuova condizione, esprimibile per mezzo di un' equazione finita ditferentiale fra le 



(*) Giornale di Cbbllb, t. XVIIl. 

{**) Journal de CEeole Polytechnigue, Cahi«n XXXII et XXXIX» 
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^19 ^i> (i> hi ^lì ^19 ^9 *• Volendo determinare la funzione arbitraria del sig. Miii- 
DiNG per mezzo di questa equazione, si incontrerebbero il più delle volte diffieoltà 
analitiche assai più gravi di quelle che si devono superare trattando direttamente 
le sei equazioni fra le quantità anzidette. 

Noi ci proponiamo dì mostrare V applicazione di questo secondo metodo ad al- 
cuni casi scelti fra i più interessanti , colla speranza che la semplicità dei calcoli e 
dei risultati possa invogliare altri a proseguire in queste ricerche, le quali sembrano 
promettere una messe abbondante di nuovi ed eleganti teoremi. 

$. 2? 

Se, ritenute soddisfatte le prime due condiiìom (7.), si suppone che la curva- 
tura geodetica della primitiva direttrice sia nulla, risulta manifestamente dalla (12) 
essere necessario e sufficiente che sia nulla la curvatura geodetica della direttrice 
trasformata: vale a dire che, se la direttrice della 1* super6cie è una linea geodetica, 
è necessario e sufficiente che sia geodetica anche quella della seconda, posto che 
sieno soddisfatte le altre due condizioni. Ciò premesso vediamo se la direllrìce tra- 
sformata possa essere una retta. Assumendo questa retta per asse delle % e con- 
tando le sue lunghezze u dall* origine, si avrebbe 

?,=»0, ia»=0, C,= », ^ = 0. 

Pi 

Per soddisfare alla seconda delle condizioni (7.) basta evidentemente supporre =» S 
l'angolo che la generatrice della super6cie trasformata fa coU'asse delle %: noi por- 
remo dunque 

14. I« s=> sen cos f y nixss sen sen f , ii,=s cos fl 
da cui 

PI 4- m'f -4- n'f == «•-f- *- sen*» ^ 

e le due rimaDenti condizioni si ridurranno cosi alle seguenti ^ 

e^-h y* sen'0 = «•, ^^^0. 

Se duncpcra sì ammette che la direttrice primitiva sia una linea geodellet ddh su- 
perficie data, la seconda di queste equazioni sarà identicamente soddislatta,. e la prima 
lo sarà egualmente determinando f colla formola 






= f 
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dopo di che le (14.) daranno i valori di Ixftn^^n^. Dunque: 

Ogni superficie rigata ptiò sempre essere trasformata, per via di semplice fles^ 

sione, in modo che una sua linea geodetica diventi una JUnea retta; e questa tra-- 

sformatone dipende da una sola quadratura. 

G>n8Ìderiamo per esempio 1* iperboloide di rotazione 

per il quale, assumendo come linea direUrice la circonferenza di gola, che è ooa suft 
linea geodelica, si può porre 

tt tt 

(8=acos-> v)=3asen-» C=0» 
a a 

{= — cosGsen-, m=>cos9cos-» n=ssen0, tff9=i-. 

a a ^ a 

La formola (15) dà in questo caso 

u colg 9 u 



e quindi 



' « * 



ti ti 

/|a= sen 9 cos T » m|= sen 9 sen •? , n. = cos^ 9. 

fr o 



Le coordinate della superficie trasformata, che è un elicoide a direUrice rettilinea,» 
sono dunque 

bv u bv u av 

X = -7====.i^ C08 T > tf = -7=5 — = sen 7 ^ » s= ti -4- -7=== , 

da cui eliminando ti, v si deduce. 

*== xV^«*-4-y*-f-*Arctg?, 

o- 9 

equazione di una superficie applicabile suU' ipeii)oloide di rolazTone i cui semiisissi 
sono a e ò. 

£ bene osservare che quando la direttrice è una linea geodetica, si ha dalla (11.) 
X =3 — G' sen 9 , e quindi (13.) 

sen 9 V^e"— 9" . 

ho = 1 otii. 

e 
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Ne rìsulU (15.) che se la superOcie primitiva è sviluppabile si ha f ss cosi, e 
quindi la superficie trasformala è un piano. Questo fatto è una conseguensa neces- 
saria dell* ipotesi da noi ammessa che nella trasformazione le generatrici si manten- 
gano ratlilinee. 

Sono degne d'essere notate le seguenti due applicaiioni del teorema generale 
dimostrato al principio di questo $. 

i^) Ogni superficie gobba sulla quale esiste una linea geodetica normale a tutte 
le generatrici si può» come è manifesto, considerare come generata dalle rette per- 
pendioolari ai piani osculatori di una linea a doppia curvatura. Ora quando questa 
linea geodetica viene trasformata in una linea retta, le generatrici della superficie 
ai dbpongono tutte normalmente a questa retta. Si può dunque dire che: 

Ogni superficie gMa genenia dotte perpendicoUari ot piùfd osculatori di una 
Unm a doj^pia cwrvatura è appUoabUe sopra una superficie anuddale (*). 

Le fòmiole relative a questa trasformaiione sono semplicissime. Infatti se /,m,ii 
aoQO i coseni degli angoli fatti coi tre assi dalla normale al piano osculatore di una 
linea a doppia curvatura di cui » è Parco, r il raggio di torsione, si ha 

r 
€ quiidi 

tàu 

Ii«»oo8f, «isasenf, ««ss 0. 

%*) In viltà del teorema generale dimostralo in questo {.^ai vede dw il «i- 
altro delle avpeflicìe rigate reuifietmti di ona linea qvalsiYogKa» pian od a doppia 
cwrraliira, è tlfatttala. fi chiaro inftitli dw se da ogni pomo di qwsta liaea ai 
W MMt i c a «na ralla perpMidicolare alla nor ma l e prineipaie ed indima sidla ungeste 
di «n angolo vartahìle con legge qnahinqne, si genera una snper€cie rigala della 
quale la lìnea data è linea gcfidetìta : si p«ò danqne seaapre trasforanre qvesia sa- 
perfide in aMido the la lìnea si convirria in «na retta. 

Chiamila» «i, h^% C|; ««, è,« c^ «3« ^« c^ ì coseni degli angoli falli coi Ire assi 
dalla l in ne ni e » dalla normale principale e dalla p<fp<ndicoiiit al piano oacnlntorc 
della lìnea dau, c«n •, r i raggi di i* a i* c«rvaiHa. Indieiais con I» », s i 
«ossM defK angoli liilì coi ire assi dalla genralrice di «na 4els inpuitk Hssla 
rettificami, si pari» porre 

l»«t«isl^«,seiij», «««i, «isi-hi)Seni,««€,caBfH-c^aea0, 



cn 
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da cuiy per le note forinole del sig Serret (*), si deduce 

,, /cos 9 sen 9\ . . 

l = f 1 la, — B (ag sen — 03 co» fi) , 

(cos fi sen fi\ , ^, ,. ^ , ^, 
1 jò, — fi' (ò, senfi — òacoftfi) , 



e quindi 



, /cos fi ^ sen fi\ ^ . . .. 

n'« I » jCa^ fi'(c,8enfl — c^ cos fi) 



16. ^=^^+2!ii«y+9*. 



(cos fi sen 9 
"1 ' »• 

Per questo valore la (15) diventa: 
Quando si determina ^ coli' equazione 

la superficie trasformata è un pianole si ottiene cosi la. sviluppabile rettificante $, 
che è la sola «uperficie rettificante alla quale i geometri, abbiano fin qui rivolta la 
loro attenzione.. Infatti il noto valore di fi relativo alle generatrici di questa super-^ 
ficie coincide col precedente. 

L'equazione (16.): rientra ia unaformola più generale eh» verrà stabilita altrove. 

II teorema dimostrato nel $ precedente può rendersi intuitivo coF mezzo di con- 
siderazioni geometriche semplicissime» le quali conducono altresì alla conoscenza di 
una proprietà più generale. 

Infatti ogni superficie rigata si può considerare come* formata da infinite strìsoie, 
ciascuna compresa fra due generatrici rettilinee contigue Si immagini una linea 
qualunque tracciata su. questa superficie. D piano tangente alla superficie in un punto 
di questa linea è determinato dalla direzione della genesatrice passante per quel 
p unto» e dalla driezione deir elemento di curva terminato al punto stesso. Ora é 

O Teggatl Bbrtraiid», DraiUdeeakutd^Sf^henM, ft- «90^ S9i^ 
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chiaro che si può far girare la slriscia contenente il successivo elemento intomo alla 
generatrice contenente il punto comune a questo ed al primo elemento y Gnché Fal- 
tro termine del secondo elemento, e quindi tutto T elemento slesso, venga a giacere 
nel piano tangente che contiene il primo elemento. Nello stesso modo si può far 
girare la terza striscia finche T elemento in essa contenuto si disponga nel piano 
determinalo dall* elemento precedente e dalla generatrice comune alla seconda e d 
«Ila terza striscia; e cosi di seguito. In tal guisa la primitiva superficie rigata viene 
a trasformarsi in un* altra sulla quale la curva trasformata si trova tracciata in modo 
che ciascuna coppia di elementi consecutivi esiste nel piano tangente la superficie 
stessa. Yale a dire la curva trasformata ha tutti i suoi piani osculatori tangenti la 
superficie trasformata, e però è una linea assirUoHca di questa superficie. Dunque : 

Ogni superficie rigata può sempre essere trasformata in modo che una linea 
qualunque tracciata sovr' essa diventi una linea assintotica della superficie ira- 
sformata. 

Quando la linea primitiva è geodetica, comunque si infletta la superficie sulla 
quale è tracciata, essa deve sempre continuare ad essere una geodetica della super- 
ficie trasformala, e quindi i suoi piani osculatori debbono sempre mantenersi nor^ 
mali alla superficie stessa. Essa dunque non può diventare una linea assintotica senza 
trasformarsi in una retta, giacché in ogni altro caso è impossibile che i suoi piani 
osculatori sieno al tempo stesso normali e tangenti alla superficie trasformata. Cosi 
si ricade sul teorema del $. precedente. 

Se la linea che si consideca è una trajettoria ortogonale delle generatrici, e chiaro 
che quando essa é slata trasformata in linea assintotica, le sue normali principali 
sono dirette secondo le generatrici della superficie trasformata. Di qui si conclude 
che si può sempre , con una flessione opportuna , rendere tutte le generatrici di 
una superficie rigata normali principali di una qualunque delle loro trajettorie 
ortogonali (*). 

£ facile trovare le formole relative alla trasformazione in discorso. 

Infatti la (12.) dà primierami^nte 

1 COS (ó 

P«"~ P ' 
poiché &),&= per le linee assintoliche. Di qui é confermala T osservazione che se 
la prima direttrice é geodetica, la trasformata é una retta. L* equazione precedente 
può scriversi, in virtù della (11.)» 

._ sen 6 

^^ x + d'sen0 



(*) Boui, Journal de CEcol€ Poiytechniqne, C$hì9t XXXIX, p. 53. 
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Quando la curva che sì considera è la linea di strìngimenlOi si ha x =» , ep- 

però 

1 dtf 

ovvero, chiamando dvi l'angolo di contingenza della linea trasformata, 

dti -f- de = , 

formola da cai si deduce un teorema noto (*). 

Chiamiamo ora «„ (3„ y,; «„ (3„ y, j «3, P3, 73 i coseni degli angoli fatti coi tre 
assi dalla tangente, dalla normale principale e dalla perpendicolare al piano oscula- 
tore della direttrice trasformata. Osservando che la generatrice della superOcie tra- 
sformata è nel piano osculatore di questa curva e fa V angolo colla tangente ad 
essa, si vede essere: 

18. Z,=» a, co8fl-+-«j|Sena, m,= (3, cos + (3, sen fi , n,= y, cos fi -H y^sen fi 
da cui, ricordando le già citate relazioni del Sig. Serret, si deduce 



/.« H- m'J 4- n'J = -^ 4- ^ -4- fi'j , 



dove r, è il raggio di torsione della curva trasformata. Di qui si cava (7., 17.) 

sen^fi 
19. r, =5 -7======- 

V^*" sen'fi — X* 

Le due equazioni (17.) (19.), insieme colla (3.), definiscono completamente le tre 
funzioni f., vii, d, conosciute le quali le l^, m^, n^ sono date dalle (18.). 

Il valore di r, non diventa infinito che per ^e** sen'fi — x' = , cioè la curva 
trasformata non può essere piana che quando la superficie primitiva è sviluppabile, 
lo che è anche chiaro per sé. Bisogna però eccettuare il caso in cui la direttrice 
coincide collo spigolo di regresso della superficie sviluppabile, giacché allora si ha 
9=rO, x=30 e la formola precedente diventa indeterminata, come dev' essere: in- 
fatti comunque si pieghi una superficie sviluppabile, purché le sue primitive gene- 
ratrici si mantengano rettilinee, é chiaro che il suo spigolo di regresso conserva 
sempre la proprietà caratteristica delle linee assìntotiche, e, mentre la sua curvatura 
di prima specie si mantiene invariata in ciascun punto, la torsione può ricevere va- 
lori variabili con legge arbitraria. 

(*) Paul Sbmbt, Théorie noUvelle des lignet à doublé {xntrbure, p. i50. 

Tom. VII. N. 3. 15 
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Quado la difeUriee coincide coOa linea di stringiiiieolo della superficie (toppo- 
sta noo SYflappabilc), si ha dalla (19.) la forinola semplicissima 

sen0 

che per SS 90^ coincide con una che abbiamo già inconlraU nella penultima ap- 
plicanooe del $• a*. 

La direttrice trasformata risolta definita , nella presente trasformazione , dalle 
espressioni dei doe raggi di 1* e 2* canratora in fonzione deU*areo: il problema 
di determinare una curva con qneste condizioni è stato recentemente trattato dal 
sig. Hom (^). Del resto è diiaro che l'integrazione completa delle tre equazioni 
(17.) (19.) (3.), die sono del 2^» 3® e 1® ordine, deve introdorre sei costanti ar- 
bitrarie, die si possono determinare fissando la posizione assoluta della nuova diretr 
trice nello spazio. Tutte le superficie trasformate in questo modo non possono dun- 
que differire Ira loro che per la posizione, come emerge anche dalle precedenti con- 
siderazioni geometriche. 

Ponendo per brevità 

A«mn' — m'n, B = ni'— n7, C = /m' — fm, 

dalle tre equazioni 

i?-^ miQ'-4-nC' = cos0, 

si deducono i valori seguenti: 



^ - ^ xt± A V «" sen'a — 

4* = /co8 0H ' — 3 



X 



«/. j r , ^xm'dbBV^t"8en»fi — x- 
20. / Yi = mc08flH 



c« 



. ^ xn'd: C ^c^scn'a — X* 
C ==iicose-f- 



e'* 



formole nelle quali il radicale deve esser preso colto slesso segno in tutte tre. 



(*) Giornale di Cbìli.b-Bobchabdt, t. LX, LXIII. 
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Se escludiamo il caso delle superficie sviluppabili, i due sistemi di valori delle 

?, y)', C* sono sempre essenzialmente differenti, poiché la quantità ^e'' sen'd — x* non 
può esser nulla indipendentemente da tf. Quindi è ebiaro che uno solo di questi 
sistemi coinciderà con quello dei valori già precedentemente noti delle derivate {',t)',(': 
in altri termini, affinchè la sostituzione dei valori dati di $» n, C, I9 m, n renda iden- 
tiche le tre formole precedenti, bisognerà dare al radicale un segno determinato. 
Ciò posto osserviamo che se si ponesse 

21. lt=lf mi= m f ii,= n, 

le cinque equazioni (7.) (8.) si ridurrebbero alle sole tre seguenti: 

l Si-h m Y)',-f- n 1;',= cos , 

•le quali non differiscono che per hi sostituzione di {'i,iq'i»(^i a (ffif C' da quelle 
che ci hanno forniti i valori (20) e che devono dare quindi per le prime tre quan- 
tità valori identici ai suddetti. Se dunque si prende in queste formole il radicale 
col segno opposto a quello che rende i loro secondi membri identicamente eguali a 
$', yi', ^ si hanno i valori di ì'i» V,, (^'i, corrispondenti ad una superficie gobba di- 
stinta dalla data, il cui elemento lineare è identico a quello della prima e le cui 
generatrici sono parallele alle corrispondenti generatrici della stessa. Dunque: 

È sempre possibile trasformare una superficie gobba in modo che ciascuna ge- 
neratrice della trasformata sia parallela aUa corrispondente generatrice détta pri- 
mitiva. 

Facciamo alcune applicazioni di questo teorema: 

1*^) Consideriamo dapprima una superficie dotata di una direttrice rettilinea e 
poniamo : 

5=0, n = , « = u, 

/ == sen cos f , m = sen 9 sen 9 , n = cos 9 , 
donde 

e' =» /e'^-f-^^senV, X « — fi' sen , V^ e'" sen'0— x« = <p' sen* B- 
Sostituendo questi valori nelle formole (20) e prendendo il segno conveniente si 
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trova : 

_l Min* A 

0^ -f-f senfi ^ ^ 

. _ 0"-^ y" cos 20 sen'e 
^« PTr*8cn«fi ' 

le quili forinole, quando è cosUnte, si risolyono nelle semplicissime: 

(,= sen 20 /dti cos 7 , vi|=: sen 20 /du sen f , C.» v cos 20. 

2®) Sapponiamo che la superficie primitiva sia cosliluila dalle normali principali 
di una linea a doppia curvatura, e quindi poniamo: 

P »^ f »^ 

Bea—-—— Cs= — — — . 

Sostituendo questi valori nelle formole (20), prendendo i segni opportuni, e ponendo 

SI trovano le formole seguenti: 

{•,=» a, cos -H aj sen , y)'i= ò, cos + 63 sen , 

?*,= C| cos -h C3 sen , 

dalle quali, nei casi particolari, si deducono coli' integrazione le coordinate della di- 
rettrice trasformata 

Da esse si ricava la relazione 

Ì\ «1+ ^'i *iH- C*, e, = cos , 



da 


cui si deduce 






'-(7 


-?)• 


Si troverà 








e«= 




Ac 


a, 0, 
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la quale ci insegna che l'angolo delle tangenti aJle due direttrici nei punti corrispon- 
denti é = 6. 

Derivando le stesse formole si trova: 

r,= --f-(a,cose — o, 8ene)e', 

P 

Y)",= — -^ (Ò3 cos e — bt sen 0) 0' , 

P 

C",«= -- -+- (e, cos e — e, sen 0) 0' , 

P 



da cui si trae: 



inoltre 



p: p 

P 



e quindi, chiamando «p l'angolo che la normale principale della direttrice trasformata 
fa con quella della primitiva, 

Affinchè le normali principali delle due curve fossero parallele (e quindi anche 
le normali principali della trasformata coincidessero colle generatrici della seconda 

superficie) bisognerebbe che si avesse cos «p = i> e quindi p,B= p, 8 => cost.,- == cost. 

r 

Quest'ultima equazione non appartiene, come è noto, che alle eliche cilindriche. Si 
riconosce agevolmente che in questo caso particolare la direttrice trasformata è un' 
elica tracciata sul medesimo cilindro, eguale e sinmietrica alla prima rispetto ad un 
piano normale alle generatrici del cilindro stesso. Due punti corrispondenti si tro- 
vano sulla medesima generatrice. 

3®) La superficie abbia la linea di stringimento ortogonale alle generatrici, cioè 
sia costituita dalle perpendicolari ai piani osculatori di una linea a doppia curva- 
tura. In questo caso si ha 

cos 9 » , x = ,' / « 03 , m « 65 , n = C3 , 
da cui 

r r r r 
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e quindi 

InU*graiido si ottiene 

donde si vede che la direttrice trasformata è semplicemente simmetrica della pri- 
mitiva rispetto al ponto che ha per coordinate | Xo > é !f o » é <o » ^^1^ ^ di>*c ^^^ 
questo punto (arbitrario) divide per metà tutte le rette che congiungono due punti 
corrispondenti delle due direttrici. 

Troveremo nel $. 6*^ un' altro esempio di parallelismo delle generatrici corrispon- 
denti in due superficie trasformata V una dall* altra. 

S. 5? 

Considereremo ora il caso che la direttrice debba trasformarsi in una curva 
piana. Assumendo il piano della curva trasformata per piano delle xy si avrà C,=0, 
e le eqoaiioni della trasformazione saranno le seguenti: 

( /.fi-h mjYi',= cos e , r, J',-4- m',Y)',= X , fj -t- yj'J = 1 , 
22. I 

( ZJ -+- mf 4- nj = 1 , VI -f- m'J -f- n'J = .'» , 

il cui numero è eguale a quello delle funzioni da determinare. 

Incominciamo coli* escludere il caso in cui si abbia simultaneamente: 

cos d = , X s=s , 

cioè in cui la linea di stringimento sia una trajettoria ortogonale delle generatrici, 
caso già considerato più volte. In questa ipotesi le prime due equazioni (22.) si 
possono scrivere: 

e per soddisfarle bisogna supporre 

/, = m, = , n, = 1 , 

ovvero ?yi— J"i>j'i= 0. 

La prima soluzione non è ammissibile che quando e' = y il che richiede che la 
superficie data sia cilindrica : in questo caso la trasformazione resta indeterminala , 
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come è evidente anche a priori. Nel secondo caso si avrebbe — «= e quindi la 

Pt 
direllrìce Irasfonnata sarebbe una linea rella, cioè si ric-adrebbe sul teorema del Si- 
gnor Ehneper, già dimostrato nel $. 2. 

Escludendo dunque questi due casi, le due prime equazioni (22) danno 

(fjf»', — f ,»!,) ì'i^ m\eo8$ — m^x , 

(/,!»', — i\m,)V,= l^TL — f , cos 9 , 

da cui quadrando e sommando si deduce 

(l^m\'- l\mS = (e"— n'J) cos»e H- (1 - nf) x«+ 2xn.n\ cos $, 

Ma (/,m',- l^m,)*=^ {Il + mj) {t\ -H m'J) - (l.r.-h m,m\)* 

= e*(i-nj)-.n'f, 
dunque sostituendo 

(e'»- n'J) sen»a = x*-h («"— x*) nj -h 2xn,n', cos 
da cui 

23. »', sen*fi -h x«, cos fi = ^sen'O — nJ ^e" sen'fi — x*. 

Quest'equazione differenziale serve a determinare tic; conosciuta questa quantità, 
le /,, n»!, (,, n, sono date da semplici quadrature. Infatti se si pone 

24. {x=: sen 9 cos 4> f m|=B sen ^ sen 4> > tiisscos^ 

si ha 

£•"= 9'*-f- 4»'* sen»9 
e quindi 

25. +== 1-^!^ ^dtt , 

J sen 9 

equazione che fa conoscere ^ e quindi l^^ m,. I precedenti valori di {*., y)\ assu- 
mono poi la forma 

V, mucose — xm, , f, cos e — x/, 

26. ig= p i * T^i= n i ' 

4' scn ? ^ sen 9 

e forniscono coli' integrazione le coordinate della direttrice trasformata. 

Siccome tutte le operazioni necessarie per la risoluzione del presente problema 
non implicano veruna impossibilità» cosi possiamo in generale enunciare il teorema: 

Ogni superficie rigata può sempre essere trasformata in modo cke una sua li- 
nea qualsivoglia diventi piana. 
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Omnée fumo akam etti particofarì. 
1^) La éinUike m mia trajelloria ortofonak defle gea cn u r i ci . 

ATeadoti 9»|, la (S3) diTenta 
da eoi, eoofronlaodo eoOe (24.) (85.), ù trae 

Sottitiieiido aelle (86.) i TaJori di /„ m,, 4»' n ha 

?,= — ieii4», fl,= coa4», 
da cui 

r,=: — eoa *.*', 11",= - seo *.*' 
e quindi 

feno 

espretaione che avrebbe pototo dedorsi daUe (11.) (12.) le quali» per e =-» danno 

8 



eoa Mg 



«» 



oiseryando ehe f è manifesiamente il eomplemento dell' angolo ebe il piano Ungente 
della soperficie trasformata fa eoi piano della noora direttrice» cioè ? =» f — m,. 

Se sapponiamo che la superficie sia coslitoita dalle normali principali di nna 
linea a doppia corvatara, e quindi cbe si abbia 

11 1 

p r p 

troviamo 

da cui 

?j=» — J sen f^du , 10,=/ cos f^àu , p,= p sen <*• 

{,«3 scn 9 cos tp 9 m,es senfsentf», n,= cosf. 

in questo caso si vede che 4' coincide, in valore assoluto, col complesso degli angoli 
di torsione della linea considerata. 
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Delle qaatlro coslanti arbilrarìe che entrano in queste formole tre corrispondono 
ad un semplice spostamento della direttrice trasformata nel piano xy, ma la quarta 
somministra, in generale, trasformazioni realmente distinte fra loro. 

2°) La direttrice sia una linea geodetica. 

Avendosi in tal caso dalla (11.) x= — O'senO, l'equazione (23.) diventa 

n', sen e — n, cos B.GT = V sen»fi — nj Ve*— 0**. 
Quest'equazione ha per integrale generale 



ni= senOsen 



LJ seno J 



e possiede inoltre un' integrale singolare, che è 

n.== sen 9. 

Una considerazione semplicissima mostra che la soluzione del nostro problema è 
contenuta in questo integrale singolare. Infatti quando una linea geodetica si tra- 
sforma in linea piana, essa continua ad essere linea geodetica della superficie tra- 
sformata, e quindi le rette normali a questa superficie nei punti di essa debbono 
trovarsi nel suo piano ed essere normali alla curva stessa. Per conseguenza le ge- 
neratrici della superficie trasformata debbono projettarsi sul piano della nuova diret- 
trice tangenzialmente alla direttrice stessa, epperò debbono fare l' angolo 9 col piano 
xy sul quale essa è tracciata. Dunque dev' essere n^s^ send, appunto com'è espres- 
so dell'integrale singolare. 

Questo ragionamento cessa d' essere esatto solamente quando la direttrice si tra- 
sforma in una linea retta. A questo caso, già trattato nel §. 2^, corrisponde appunto 
l'integrale generale, del quale perciò non ci occuperemo. 

ir 
Poiché dunque si ha <f=-x — 9 9 dalla (25.) si trae 



J e 



dti , 



cose 
quindi 

/^= cos cos^^ m^= cos 9 sen^^ 71^= sen e; 

poscia dalle (26.) si deduce 

?i=/cos<{'dtt, Y).= /sen^pdti. 

Si ha poi £"1=» — sen^l^.ij»', /,= cos <(;.<|;' 

Tom. VII. N. 3. 16 
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da coi 

1 v^e'* — &» 

Pi COSd 

Cosi SODO determinati tutti gli elementi della superficie trasformata. 

Rammentiamo, a scanso d' equivoci, che la presente trasformazione non può es- 
sere applicata al caso in cui la geodetica incontri tutte le generatrici ortogonalmente 
0, per meglio dire, che in questo caso la trasformata piana non può essere altro 
che una linea retta. 

Osserveremo anche che la trasformazione considerata in questo %. poteva , nel 
caso della linea geodetica, essere trattata più direttamente deducendo dalle equa- 
zioni 

Ixtx -f- m,Yi',= cose, 

/,?", -I- m,tl\ = , 
/J + mj H- nj = 1 , 

i valori di /,, tiii, n^ e sostituendoli nella 

nel qual modo si sarebbe ottenuta un' equazione alle derivate seconde in {| , vii 
equivalente alla 

Pi COS 

Ottenuta anche coli' altro metodo, e che poscia, combinata colla 

PJ 4- rj'J = 1 , 

avrebbe dati gli stessi valori trovati pocanzi. Applicheremo questo processo alla di- 
mostrazione del teorema che forma 1* oggetto del §. seguente, e ce ne serviremo più 
tardi per istabilire una formola generale. 

. 6? 

Oqni superficie rigata può sempre essere trasformaia in modo che una qualun^ 
que delle sue linee geodetiche si trasformi in un'elica cilindrica. 

Supponiamo infatti che il cilindro sul quale l'elica dev'essere tracciata abbia le 
generatrici parallele all'asse delle z, e chiamiamo fA^ I' angolo costante formato dal- 
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1* elica colle generatrici stesse. Bisognerà porre 

27. C, = cos fi, , 

e quest'equazione, combinata colie cinque seguenti 

Ìl,f ,-h m,Yi',= cos 9 — n, cos fi,, /,4"i4- 1»,/,= , f J+ VJ = sen* fi,, 

determinerà completamente le sei quantità relative alla superficie trasformata, ciò che 
dimostra la possibilità della trasformazione, nella quale è evidente che il valore di 
fi, può assumersi ad arbitrio. Bisogna eccettuare il caso in cui si avesse simultanea- 
mente cos fx,= , cos s= , caso che venne già escluso nel $. precedente e del 
quale si è già parlato; o, più in generale, in cui s' avesse fi,= $ , posto che B fosse 
costante. 

Osserviamo anzitutto che essendo in generale 

\^ {r!X.-^"Af+ (C.r'.- ri'A)*+ (?.«".- r'.«'.)' 
Pi 

= r; -+- /; + «"; , 

si ha nel nostro caso 

Pi 

quindi 

29. i = {"j -I- 1,"; , p.<.— e'.v,- ^155^. 

pi Pi 

Dalla seconda di queste equazioni, dalla terza delle (28.) e daDa 

si deducono inoltre i valori seguenti: 

oU. « ,= — ' > ti jf^ 



fi «en fi^ p, senfi. 

Ciò premesso, le due prime equazioni (28.) danno, viste le (30.), 

Z, sen*fAi= (cos d — • n, cos ii^) f , , 
m, sen*fi|= (cos $ — n. cos f*,) ti', , 
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da cai quadrando e sommando si cava 

nj — 2ng C08 f*, cos -♦- cosV— senVi'^» , 
e quindi ni=co8 (pg-±r 9), co«0 — n, C08fi,=3 sen/Xi sen 0<,±: 0). 

Per conseguenza» prendendo ii solo segno inferiore, affine di restare in accordo colla 
conTenzione stabilita nel $. 1^, si ha 

31. It= — » m,=s — , »,= cos{f*g— 0). 

sen fi, senftì 

Sostituendo questi valori nell'ultima delle (28.) si trova 

^^senM^,-9)^^, 
Pf sen» f*. 
da cui 

32. ^_ 8enfi,\/i'n:¥ 

Pi sen (f*,— 0) 

Chiamando R' il raggio di curvatura della sezione retta del cilindro su cui è trac- 
ciata r elica, si ha, come é noto, R'=: p^ sen' /x,, e quindi 

1 •T^irF 

33. 



R' senfx.sen (fx, — e)' 

Sostituendo nelle (30) il valore di p, dato dalla (32.) e osservando la terza delle 
equazioni (28), si trovano le formole 

^senV, — ?f sen(f*,— 0)' ^senVt — ^ se» (f*i — ^) 

da cui, ponendo 

sen (f*,— e) 
si cava 

35. {,B= geofx, /cosfdtt, Y).==senfX| /sen fdu , (;,=aucosfXi, 

e quindi 

36. I,= sen (ju,— 9) cos 9 , m,= sen (f*,— 0) sen 9 , »,= cos (f*, — B), 

Cosi si hanno per mezzo di sole quadrature tutte le formole relative alla nostra 
quistione. Le generatrici della superficie trasformata risultano manifestamente tan- 
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genli al cilindro, come doveva essere, perchè l'elica è per ipotesi una geodetica 
non solo della snperGcie cilindrica ma anche della superficie rigata. 

Faremo le due seguenti applicazioni: 

1°) Le formole 

^ ti sen u u sen u 

^ =5 a cos , lì = a sen , C =s u cos u » 

a a ^ 

, tt sen u ti sen u 

l «- sen V sen , m = sen v cos • n = cos v , 

a a 

rappresentano un elicoide rigato, la cui elica di stringimento (di cui uè Parco) è 
tracciata sopra un cilindro di raggio a, e fa colle generatrici di questo l' angolo /ui, 
mentre v è l'angolo che le generatrici dell'elicoide fanno con quelle del cilindro. 
Se poniamo per brevità 

a sen (v -f- fi, — - fx) sen ;*, 

= a, , 

sen V sen fi 

dove f£( è una costante arbitraria, si trova che f può prendersi eguale a ^"^ ^> 

poiché ì valori della costante da aggiungersi all'integrale (34.) non influiscono che 
sulla posizione assoluta della superficie trasformata; sostituendo questo valore di f 
nelle formole (35.) (36.), si ha 

ti sen u. tt sen u, 
J s= a. cos 5- , »),«= a, sen ^ , 5.== u cos m, , 

1 / , ttsenix, , , ttseutf, 

/,t=s _ sen (v 4- f*i"*- fjt) sen ^-^ , m,= sen (v -*- /:*, — fx) cos ■ , 

a, a, 

n,= cos(vH- fx, — II), 

formole perfettamente analoghe a quelle che rappresentano il primo elicoide, e che 
mostrano essere ai,fXx, v + fA,— • fi quantità di egual significato delle a, fi, v, rispetto 
all' elicoide trasformato. 

Facendo u,= si avrebbe l'elicoide a direttrice rettilinea, e facendo fi|=^+ fi - v 

a 

Tt 

si avrebbe l'elicoide a piano direttore. Finalmente facendo fii=Q si avrebbe un 

iperboloide di rotazione, superficie sulla quale sono applicabili, come è noto, tutti 
gli elicoidi contenuti nelle precedenti equazioni. Le formole relative a questo caso 
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Mmo: 

f — ^^^ ^^ — *^ » ten ^ scn V a eo6 (f& — v) ^ » tea fi aea v 



««n fx sen v a eos (fi — y) ' * sesfi ten * « eos (/ut — *) ' 

/- = — CM (tt — v) Sen ^ , «»,= C08 (tt — y) eo6 7- . 

•!,« senati — »), 
che sostiloile nelle (i) danno, eoU' eliminazioDe di », v. 



co«* (ft — v) aen* (ft — ») sen^ aen^» 



Il caso di eeeezione, già menzionaU) da prìneipio, si Terifica aUnaliiienle per 
fx,s3f/. — V, come è facile rieonoscere a poitemri. Questo yalore della costante [i^ 
deve pertanto ritenersi escluso. 

2^) Sapponiamo che la direttrice della prima superficie sia l'asse delle z e po- 
niamo quindi: 

1= 0, ti=0, c-=«, 

l = nenO eù5f^, m =sen9 sen 4* » n =s cos 9 

In questo caso si ha dalla (34) 

C fa'sene ^ 

valore che sostituito nelle formole (35) (36) porgerà la trasformazioDe ricfaiesta. 
Se si suppone 9 coslante ed == | /a, , si ha semplicemente <f = ^ , e quindi 

cioè le generatrici della superficie trasformata diventano parallele a qaeOe della pri- 
rnilìva, caso particolare della quistione trattata nel $. 4^. Otteniamo cosi un te<v- 
rema che può essere enunciato come segue: 

Sopra fin cilindro a base qualunque si tracci un' dica formante cotte genera- 
trici V angolo arbitrario fi, e si faccia scorrere lungo quest' eUca, tangensialmente 
al cilindro, una retta inclinata suUe generatrici deU'angoio IfA. La superficie gobba 
ottenuta in tal modo è sovrapponibile -a quella generata da una retta dke si man- 
tiene costantemente parallela alle generatrici detta superficie precedente, mentre 
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un sìio punto si muove sopra un asse parallelo cdle generatrici del cilindro e per- 
corre su quest'asse lunghezze costantemente eguali agli archi corrispondenti del- 
l' elica. 

;. 7? 



Le considerazioni gepmelriche di cui abbiamo fatto uso nel §. 2^ potrebbero ser- 
vire a dimostrare facilmente che si può sempre trasformare una superficie rigata in 
modo che le sue generatrici diventino parallele a quelle di un cono direttore dato 
ad arbitrio (il quale però non può mai, tranne quando la superficie è cilindrica, 
essere ridotto ad una semplice retta). Questa proprietà fu già stabilita dal Sig. Min- 
DiNG (1. e.) e più recentemente dal Sig. Bour (*), il quale fondò su di essa un* in- 
gegnosa classificazione delle superficie rigate. Perciò noi non ritorneremo su questo 
argomento e ci limiteremo ad esporre qualche considerazione relativa al caso in cui 
il cono assunto come direttore sia retto. 

In quest' ipotesi, chiamando A l' angolo che le generatrici del cono fanno col suo 
asse, che supponiamo parallelo ad Oz, si può porre 

/j -= sen > cos f , m,3= sen X sen 9 , n, = cos X 

da cui 

e'= ^'sen X. 

Le equazioni che devono essere soddisfatte dalle funzioni li , t), , C, sono quindi le 
seguenti : 

/ ?J + fi'l -+- K'I = 1 , 

37. / ({', cos (p H- «', sen 9) sen X -f- 5', cos X = cos fi , 

• — (l'i sen (p — Yj', cos (p) £'=x. 

La proiezione sul piano xy della generatrice trasformata è rappresentata da 

{x — {,) sen 9 — (y — rjj cos (p = , 
epperò 1* inviluppo di tutte le projezioni analoghe deve soddisfare all'equazione 

} {x — f,) cos 9 -+- (y — Y),) sen 9 } (p' = 4\ sen <p — yj'x cos 9 , 

ossia, per le (1.), 

38. {', sen (p — *i', cos (p = Vf'sen X. 

Questa equazione fra u e t; , alla quale si perverrebbe egualmente supponendo va- 
(*) Memoria citata, p. 48. 
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riabile V angolo >, rappresenta salla superficie trasformata, la curva secondo cui la 
superficie stessa è inviluppata da una superficie cilindrica avente le generatrici pa- 
rallele air asse delle z. La curva corrispondente sulla superficie primitiva è rappre- 
sentata dalla stessa equazione fra u e v, che, in virtù dell'ultima equazione (37.) 
può scriversi, ncir ipotesi di X costante e quindi di f' sen X = e', 

X 4- ve'*= 0. 

Sostituendo il valore di v cavato da quest'equazione nelle (1.) si hanno le coordi- 
nate rettangole della curva in quistione, che sono 

e B ' 

Da queste si deduce 






e quindi 

fx' -4- mV -h tiz' = 0, 

risultato il quale e* insegna che la linea in discorso non è altro che la linea di strin- 
gimento. Dunque: 

La linea di stringimento d* una superficie rigata avente tutte le generatrici 
egualmente inclinate rispetto ad un piano fisso è la linea di contatto fra questa- 
superficie e la superficie cilindrica normale al piano ed involvente la superficie data. 

Reciprocamente : 

Se la linea di contatto fra una superficie gobba ed una superficie cilindrica 
involvente è la linea di stringimento della prima superficie, le generatrici di que- 
sta sono tutte inclinate rispetto a quelle della seconda. 

Infatti se si suppone X variabile e si considera come direttrice la stessa linea 
di stringimento, cioè si pone x = 0, si ottiene al posto della terza equazione (37.) 
la seguente: 

} (P, cos <p -+- to', sen f) cos X — C. sen X \ X'= ( f, sen <p — ti', cosf) f' sen X , 
e quindi , in virtù della seconda equazione (37.) , che rimane invariata, e della 
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^'jss oos (X + 0)f r equazione (38.) diventa 

X'sen 9 es t;9'"8en*A. 

Ora la linea di contatto della superficie trasformata colla superficie cilindrica deve, 
per ipotesi, coincidere colla direttrice, cioè colla v » 0, dunque X' sen 9 = 0. Se la 
superficie non è sviluppabile, sen non può essere nullo, dunque bisogna che si 
abbia X'» cioè X s» cosi. 

Del resto queste proprietà si possono rendere evidenti per mezzo di facili con- 
siderazioni geometriche. 

Infatti quando due rette concorrenti in un punto dello spazio sono egualmente 
inclinate rispetto ad un piano fisso è chiaro che, proiettando su questo piano la 
normale comune condotta ad esse dal loro punto d' intersezione si ottiene una retta 
che divide in due parti eguali l'angolo formato dalle proiezioni delle due rette. 
Di qui risulta che se du& rette infinitamente vicine e non situate in un medesimo 
piano fanno lo stessa angolo con un piano fisso, la direzione della loro minima di- 
stanza deve proiettarsi su questo piano parallelamente alla bissettrice dell' angolo 
infinitesimo formato dalle proiezioni delle due rette. Ora la lunghezza della minima 
distanza essendo infinitamente piccola, anche la sua projezione deve esser tale e quindi, 
avuto riguardo alla direzione che prende questa projezione, è chiaro che le proie- 
zioni dei piedi della minima distanza anzidetta debbono cadere sulle proiezioni delle 
due rette, in punti infinitamente vicini ali* intersezione di queste 4po projezioni. 

Applicando quest* osservazione alle successive coppie di generatrici infinitamente 
vicine di una superficie gobba avente tutte le generatrici egualmente inclinate ri- 
spetto ad un piano fisso, se ne conclude immediatamente che « la linea di striti- 
gimenio di una tale superficie gobba si projetta su questo piano secondo V invi- 
luppo dette projezioni delle generatrici, » 

Inversamente, se due generatrici contigue non fanno lo stesso angolo con un 
piano fisso, la direzione della minima distanza projettata su questo piano forma un 
angolo finito colle proiezioni delle generatrici. Dunque affinchè la proiezione della 
minima distanza sia infinitamente piccola dello stess' ordine dell' angolo compreso 
dalle due generatrìci e quindi anche dalle loro projezioni, bisogna che le projezioni 
dei piedi di questa minima distanza cadano ad una distanza finita dall'intersezione 
delle due projezioni, donde risulta evidentemente che la projezione della linea di 
stringimento non può coincidere coli' inviluppo delle projezioni delle generatrici. Dun- 
que insieme col teorema precedente sussiste il teorema inverso, e quindi anche il 
reciproco. 

Le considerazioni precedenti rendono intuitive alcune proprietà notate dal sig. Bon- 

Tom. VII. N. s. 17 
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HBT (*), le quali del resto sono una comegiieotni ùmnediaU deOt fomiola (11.). Se 
le generalrìci di ana saperfieie gobba sono tolte egualmente inelinale rispetto ad un 
piano fiflM, esse fanno pure un angolo eoitanle eolle generatrici della superficie eì- 
lindriea normale a questo piano ed involvenle la superficie gobba lungo la sua linea 
di stringimeiito. Dunque se quesu linei facesse on angolo costante colle generatrici 
della superficie gobbi, firebbe del pari un ai^lo costanie con quelle della superfi- 
cie eifindriea, ossia sarebbe un' elica cflindriea» epperò una linea geodetica tanto della 
superficie cilindrica quanto della superficie gobba tangente. Reciprocamente se la li- 
nea di stringimento fosse una geodetica ddla superficie gobba» essa sarebbe tale an- 
che rispetto alla superficie cilindrica e quindi ùirebbe un angolo costante tanto eolle 
gen ewtltc ì di questa spunto con quelle defla superficie gobba. Ora ogni superficie 
gobba può trtsformitfsi in un* altra avente tutte le generatrici egualmente inclinate 
sopra im piano fisso, e le praprieti earatteristidie delle linee geodetiche e della li- 
nea di ttringimento «i mantengono intflerale nella trasformazione; è dunque chiaro 
die le e Met fanoni pivcedenti conducono a questo teorema : 

Se la ttitea di miHflmeiUo éCum mpeifde gcèba meaiura taUe le generairiei 
$dt» un wigdh CMmUe, e$ta è ai tempo Ueuo Uhm geodetica: e, reciprocamente, 
se esstt è Ùnea geaSotea^ essa attraeerm tutte te genenUnei eotto im amgdo eo- 
sfiniXe. 

SussBte andie faltra proprietà, |^ enunciata dal sig. Bohhbt (ibìd.) che « se 
mna Umea feoietiea nieoiura tutte le genermrìei eotto un aitgolo coetante, essa è 
la -Unm ài U r ù n gime uto.» Iniifti trasformiamo la superficie in modo che la geode- 
tica in questione éiiFCifti una lìnea f«ftta: ttftte le generatrici dcfla superficie tra- 
sformtfta risuttennno i^^uÉhneiMe inclinale 'Su questa retta e quindi, per un preoe- 
derite teorema, la retta stessa saii linea di stringimento deDa euperficie trasformata. 
Dunque 'Cc. 

S. a? 

Chiamando a, &, e i coseni de^ angoli che fa coi tre assi la normale alla su- 
perficie rigata nel punto (u) della direttrice, avremo 

ti'n — Vm . tu — Su Sm — Wl 

8en9 send 8eo0 



C) Journal de FEeoie PoiifteehtUgw, eab. XXXII, p. Ti. Un tiBonnia molto più ^«Mrale è flato 
dato dal Sig. Bbioschi nel GionuUe dMtJiUMo Lombardo t. IX, fi«e. S4. 

I teoremi' del Sig. Bohrbt tono itati dlmoitrati geometricamente dal Sig. PAOLSanmir: tedi Theo- 
rie momeUe des eottrbet à doublé eomimre p. i49. 
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AfOnchè la superficie trasformala sia tangenle, in tutti i punti della nuova direttrice, 
ad un cilindro normale al piano xy^ bisognerà che si abbia 

40. {\m, — Yi'.Z, = .0 , 

e quest'equazione combinata colle solite cinque (7.) ed (8.) potrà servire a determi- 
nare le sei funzioni {., «ii, C,» /,, nig, fii* Per quesu ricerca si potrà procedere nel 
modo seguente: 

Dalle (20.) si ricava: 

{•m - y)'/ = -* | — x(lw'--rm) ± n'V^e'»sen'0-)c»| , 

e quindi la condizione (40.) può essere surrogata dalla seguente: 

X* (Z, m\ - f . !»,)•= n'J (e** sen* — x«) 
ovvero 

n'* sen'e == X» (1 — nj), 
da cui si cava 

41. n,= cos9, ponendo 9= 1 7. 

Quindi ponendo di nuovo 

42. += [^lE^EZiu 

J ttn d sen ^ 

si hanno i valori di Z|» mi, n,, dalle formole 

33. 2^=9 sen^costf*, mx«=* senf sentf') n,aa COS9. 

Se X fosse =? 0, si avrebbe 9 = cost. e si ricadrebbe sopra un teorema dimo- 
strato nel $. precedente. Se la superficie primitiva fosse sviluppabile si avrebbe 

^«"sen'e — X* = e quindi 4/ = cosi. , 

cioè la superficie trasformata sarebbe piana. Ma se la direttrice fosse Io stesso spi- 
golo di regresso , si avrebbe simultaneamente x <= 0, Os=sQ e le formole di tra- 
sformazione diventerebbero indeterminate, come è manifesto a priori» 

È chiaro che l'angolo fatto dalla direttrice trasformata colle generatrici del ci- 
lindro involvente è =: 9 -4- d , e che 1' angolo fatto dalla tangente alla sezione retta 
del cilindro stesso coir asse delle x è = «p. Ne risulta che 

44. Pj^ sen <(p 4- e) cos t(» , y)',= sen (9-+- fi) sen <[;, 5',==cos((p-f- 0), 

valori che potrebbero dedursi dalle (20.), cambiando /^ m, n, in liitn^tn^. 
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Quando la direttrice è una linea geodetica s hn s = — sfaenS quindi 



tma U- 
ed mma m^ 



?=•«•— ^, 



donde emerge cMcre la nooya direttrice on' 
in questo caeo: 

i^ienJo_^5^F^ J_^ 

Pf aen (9 — 9^) """ 



c!,= eonSo» 



come dorerà 



Si ha pare 



R' 



•73P 



e,mm{e^^6) 



formole che concordano colle (32.) (33.). 

Qaando la direttrice è la linea di stringimento si trora 



f>j"" sen'fl 



SOI f sen (f -f- ^ 



dove f è on angolo eottante. 
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Quando la direttrice è una trajetloria ortogonale delle generatrici si ha 



Pi *^ sen f cos <p 



. 9? 

Accenneremo- per ultimo una condizione di natura molto generale che si può 
prescrivere alla trasformazione. 
Ponendo per brevità 

M = (mn'—m'n) |'-+- (nt-- n!l) r! -+- {M—tm) 5', 
N == (tiV'— /?') / 4- (C'4"— (;"{') m -h (Sy - rV) n, 
si riconosce facilmente che l'equazione 

Mdv — Ndtt = 

definisce per ogni punto (ti) della direttrice v s* , la direzione -p coniugata ri- 
spetto a quella della direttrice stessa in quel punto; laonde se in luogo del ra|)- 
porto — si sostituisce una funzione determinata di ti» V equazione risultante esprime 

la condizione che dev' essere soddisfatta affinchè la direttrice abbia in ciascun punto 
la tangente coniugata colla direzione definita dalla funzione stessa. Cosi per es. l'equa- 
zione N=' esprime la condizione perchè la direttrice sia linea assintotica (ciò che 
segue senz' altro dal significato geometrico dell'espressione di N). Invece l'equazione 
M = esprime la condizione perchè la direttrice sia linea coniugata rispetto alle ge- 
neratrici rettilinee. È abbastanza chiaro per sé che qnest' ultima circostanza non 
può verificarsi che per le superficie sviluppabili : ciò emerge del resto immediata- 
mente dalle nostre formole, se si osserva che le (20.) danno 

M = Af -f. By)'4- C5'= db v^e^sen'fi— x», 

e che, come abbiamo dichiarato nel §. 1*, la quantità ^t'*sen*9 — x* non può an- 
nullarsi che sulle superficie sviluppabili. 

d V 
Affinchè la direzione j- sia normale a quella della direttrice bisogna porre 

dv i_ 

dtt~" cos $ * 
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epperò 1* equazione 

M-l- Nco8 = 

esprime la condixione perchè la direllrice v = sia linea di curvatura della super- 
ficie rigala. Quando la superficie non è sviluppabile si vede che la precedente con- 
dizione non può mai essere soddisfalla per 9 = ^^ lo che rientra nell* osservazionf 

precedente (*). 

Indicando con Ng ciò che diventa N quando si passa dalla superficie primitiva 
alla trasformala, è chiaro che aggiungendo alle cinque relazioni (7.) (8.) la 

47. N, eoa e ±: •«" sen*0 — x' = . 

si potranno, in generale, determinare le sei funzioni £1» «)„ (,; 'n m„ n,, lo che 
equivale a dire che « in generale si può trasformare una superficie gobba in modo 
che una linea tracciata sovr' essa, e che non sia né una generatrice né una Iro- 
jettoria ortogonale delle generatrici, diventi Utiea di curvatura ddla superficie tra- 
sformata. 

U valore di N, non contiene, oltre le quantità 0, x, e, che il raggio di curva- 
tura p, della direttrice trasformata. Infatti dalle tre equazioni 

/,?,-+- m,ia',-H n,C'.= cosQ\ 
*,{",-+- m,Yi",-H n,C",= sene ^5^, 

si deducono i valori seguenti di lum^^n^ 

/,s: a, cos -f- crp,«a -f- «3 ^sen'e — cr*pj , 

43. < m, = |3, cos -h op,|3, -h |33 ^sen*0 — u'pj , w = sen 

P 

n,= y,cos0 -h op,7a -H 73 Vsen^B — u'pj , 

dove le quantità a, |3, y hanno i significati con cui si usarono nel §. 3! Da que- 
sti valori si deduce: 

49. N=-^™I3. 

P. 



(*) La proprietà che « ogni tuperficie rigata avente per linea di curvatura una traiettoria orto- 
gonale delle tue generatrici è neeeuariamente una euperficie tviluppabile » può rìgaardanì come una 
conseguenza dell* altra che « le tangenti condotte dai punti di una linea a due diffèrenH sue svi- 
luppate /ormano .fra loro un angolo costante, » 



PURA ED APPLICATA. 135 

Sostituendo questo valore nell' equazione (47.) si ottiene 

1 _^ ^ «"scn*0 — X* -H CT* cos'fl 

50. — = ,rt > 

Pt sen eos d 

valore sempre reale perché E*8en*5 — x* è quantità positiva (J. 1*). 

Chiamando ^- Ja curvatura normale della direUriee trasformata, si ha, pel valore 

di t7^ 

1 . Ve^sen'O — X* 



51. 



R, sen 9 cos 



valore che diventa indeterminato quando la direttrice primitiva è una trajettoria or- 
togonale delle generatrici di una superficie sviluppabile, come è evidente a priori. 
Quando la direttrice è geodetica si ha 9 = 0» x=s9 — d'senO, e quindi 

1_ _1_ ^ V^c*»— g" 

p, Rg cos 

valore- che coincide con quello trovato nel ^. 4®, applicazione 2*; cosi doveva es- 
sere infatti poiché, come é notissimo, una linea geodetica non può essere al tempo 
stesso linea di curvatura, senza essere piana. 

Se la direttrice fosse la linea di stringimento si avrebbe x = , cr = — 6' senB, 
epperò 

1 . V^e"-!- d'^ cos'0 1 .e* 

Pi cos e R, COS e 

Noi non vogliamo moltiplicare maggiormente questi esempi, sulificienti a mostrare 
r opportunità del metodo. 

Ognuno vedrà che molte delle quistioni da noi trattate sono suscettibili di ge- 
neralizzazione. Cosi per es. il problema del §. 5^ è un caso particolare di quest'al- 
tro: Trasformare una superficie rigata in modo che una linea data sovr' essa si 
disponga sopra un* edira superficie data; quello del $. 6® rientra nel seguente: 
Trasformare una superficie rigata in modo che una deUe sue Unee geodetiche di- 
venti linea geodetica di un'altra superficie; e quest'ultimo è alla sua volta con- 
tenuto in quesl'«liro, generalizzazione di quello risoluto nel %. 8^: Trasformare 
una superficie rigata in modo che una linea data sovr'essa diventi linea di conr- 
tatto fra la superficie stessa ed un'altra superficie data; e cosi via. La risoluziono 
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di qoefle e d' allreiUli quittioai sarebbe eertamesle meno wyliee di qaeila cbe 
abbiamo pollilo eooaegiiire nei casi speciali da noi trallati» ma appulo peraò me- 
rilerebbe d'essere laia arigomcalo d'ollerìori rieerebe. 

Termioereflao eoU'ossenrare che in geDcrale noo è poasibile irasCDimare la di- 
reilriee (che è del reslo una linea arbitrariamenle traedau saDa sopeifieie) io mi' 
allfa linea di specie dala, poiché ciò imporrebbe due eondinoBi alla Irasiòt ma aiooe. 
Può accadere però in certe cireoslanacy che qnesla Irasformaaioiie sia poasibile» e 
oe abbiamo on esempio assai otyìo nella qnislione iralUU nel $. 6®. Per poier 
giudicare in ogni caso della poasibililà di queste trasformasioni noi slabiliiemo mi' 
equazione, che deve riguardarsi come fondamenlale nella leoria delle superficie ri- 
gale, poiché esprime ona condizione che deve essere neeessariamenle soddisiiUa da 
ogni corra Irasformala, indipendentemente dalla superficie in cui si trasforma la su- 
perficie primiliva. 

Quesl* equazione si ottiene eliminando le tre quantità f,, m^, n. fra le tre equa- 
zioni (48.) e la prima delie (8). 

Ponendo per un istante 



KÌ ottiene dalle (48), mediante le formole del Sig. Sbirbt, 



l\ «x« 



•^(''-*-^-^r^)^^^(^-^)-'' 






• 

da cui, quadrando e sommando, 



f'»« X 



Ponendo 



■-{^■-T-^M-^ì 



P = h-h - =» I P, sen e I H 1 \ f / 

»•. \ P / r. 
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questa forinola può scriversi nel modo che segue (*) 



52. 






, /cos uV 



e costituisce una relazione fra le quattro quantità 

df), 
«« , Pi , r, , ^, 

che si mantiene sempre la stessa, qualunque sia la trasformazione operata sulla su- 
perficie rigata (purché tale da conservar rettilinee le sue generatrici primitive). In 
altre parole, essa è un' equazione differenziale che appartiene a tutte le curve in 
cui può trasformarsi la direttrice della superficie rigata. 

Cosi per esempio, quando la direttrice è una linea geodetica, si ha 

cos w ^ w» sen 6 ,i /, 

=a 0, P = , oc = — e' sen , 



P 



r 



V 



e la formola precedente si riduce a quest' altra semplicissima : 

53. ?2il^!!!!l = v^?ir?^, 

Pi r, 

che ha la stessa forma della (16.) §. 2^, come manifestamente doveva essere. Po- 

1 

nendo — = , quesl' ultima formola si riduce a quella che dà il valore di p. 

nella applicazione 2", §. 5*^. 

Se invece la direttrice fosse una trajettoria ortogonale delle generatrici, si avrebbe 

= — X , 0'= , cos = 0, 

P 
e la (52.) darebbe: 

r, V 1 — pjx' 



(*) Questa trasformazione esclude solamente il easo, verificatosi nel g. 3% in cui si abbia - = ^i^. 

p. p 
In tale ipotesi però s'avrebbe nella formola precedente A = sen d, A «o, e se ne ricaverebbe subito il 
valore di r, dato dall'equazione (49) del g. 3". 

Tom. VII. N. 3. 18 
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1 
equazione dalla quale, facendo — == 0, si ricava per p, il medesiiDO yalore dle- 

nulo con altro metodo neil' applicazione 1% $. 5! 
Se la direttrice é la linea di stringimento si ha 



^ cos u . 

P 
e la (52.) riducesi facilmente alla seguente: 

cQg fl — p, (ptO* aen fl)' , sen g 
9.VÌ — pj^ »•« 

Le fonnole precedenti possono servire a determinare una delle quantità p., r, 
quando 1* altra é data» o determinata da certe condizioni. 
Cosi nel S- 4®» applicazione 2% abbiamo trovato il valore 



dipendentemeate dalle relazioni 

a p r 

Applicando la formola (54) si trova 

1 1 . d^y 



ri r ' l-Hp'^e'*' 

valore che avrebbesi potuto dedurre, meno prontamente, dalle formole del {. citato 
La formola (32) del §, 6^ fornisce il valore di pg relativo ad una linea geo- 
detica trasformata in elica cilindrica. Sostituendo nella (53) questo valore si ha 



1 cos /x, v^e" — y* 

r, sen (/n,— e) 

formola che combinata colla predetta riproduce la nota proprietà delle eliche ci- 
lindriche. 

Noteremo finalmente che eliminando r. fra 1* equazione (52) e la 

Pi + r\p'l = f, 

che caratterizza le linee tracciate sopra una sfera di raggio g^ si otterrebbe un'e- 
quazione differenziale del 1* ordine fra p, ed u, 1* integrazione della quale farebbe 
conoscere la trasformata sferica della direttrice primitiva. 

Pisa, Maggio 1865. 
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RISOLUZIONE DI UN PROBLEMA 

lELATlVO ALLA TEORIA 

DELLE SUPERFICIE GOBBE 

DEL PROF. E. BELTRAMI. 



Le recenti ricerche del sig. Dini intorno alla quistione di sapere se, fra le su- 
perficie definite da certe relazioni particolari fra i due raggi di curvatura principali, 
esistano superficie gobbe, mi hanno dato occasione di trattare questo argomento col 
metodo adoperato nella precedente mia Memoria sulle superficie rigate. 

Per tal uopo ho trovalo acconcio anzi tutto di cambiare l'enunciato del pro- 
blema e di concepirlo nel modo più generale possibile. La quistione che io risolvo 
nel presente scritto può infatti formularsi nel modo seguente: 

Trovare tutte le superficie gohbe i cui raggi principali di curvatura hanno fra 
loro in ciascun punto una relazione costante, non data a priori. 

In tutto ciò che segue intendo escluse espressamente le superficie rigale svi* 
luppabili , siccome quelle alle quali la proposta quistione, nel suo senso proprio, non 
può essere applicata. 

Poniamo, come nella Memoria precitata, 

« = ì -H v/ , 
y = D -4- vm , 
X = ? -H vn ; 

ed indichiamo, come ha fatto Gauss, con A, B, C i tre binomj 

dy dx dy d% dx dx d% dx dx dy dx dy 
dtt dv dv du ' dtf dv dv du ' du dv dv du ' 

Rammentando che {, n, (, /, m, n sono funzioni della sola u, si trova facilmente: 

A = Ti'n — C'm — v {mn' — m'n) , 
B = « — rn - V (nf - n'i) , 
C « fm— «7 — V {M - tm). 
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Indichiamo inoltre con X, /x, v i coseni degli angoli che la generatrice della superfi- 
cie fa rispettivamente colla tangente, colla normale e colla perpendicolare al piano 
osculatore della direttrice nel punto pel quale passa la generatrice medesima. Avremo 
le formole 

l = Xa,-+- /xa^-h vaa , 

fi = Xc,-+-fxOi-H VC3 , 
dalle quali, facendo uso delle formole di Seiiet, e ponendo 

, U , X V . fA 

(1) >,= X'-.r, ,^,c=^'H..-H., v.=-/-^5 

(cosicché 

(2) XX,-hfx^,-Hvy,= 0), 

si deduce, colla derivazione rispetto ad u, 

t = X,a,-4- t^ia^f v.as , 

fl'= X,C,-f- fAiCa-f- V,C|. 

Da queste formole si trae 

la^-h mb^-h nc^=coa6 = X, 

ra,-+- m'ò,+ n'c,= X,==. X' — - , 



e quindi 

X,== — (©'senO-h-V 

Se dunque assumiamo come direttrice la linea di stringimento, per la quale si ha, 

come è noto, 

/'a,+ m'ò, 4- n'c,= 

otteniamo per X, /ui, v i valori seguenti: 

X = cos , 

(3) l^fi= —pff sen Q , 

y = sen V^l — pV", 

che potrebbersi anche dedurre da formole date nella citata Memoria. 
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Per essere X,ssO, la forinola (2) si riduce alla 

(4) ^/x,-hvv,«=0, 

e per la stessa ragione si ha semplicemente 

Da queste espressioni, ponendo di nuovo 



(5) X,= i , /x,= fi\-j' -i , 



V - v' - ^ 



p r r 

si deduce con una seconda derivazione 

f»"= >a*i-H f*a*a-+- V,Ò, , 

Coli* aiuto delle formole precedenti si trova facilmente: 

mn'—- min = (/uiv, — fXjv) a,— Xv,o,-|- V^aj , 
tU' - ni = (pv,— ^,v) b,— Xv,ò,-h Xfx,Ò3 , 

c,i ~ a^n = — v^a-f- fxÒ3 , 
a^m — bj = — vCa-+- f*C3 , 
e quindi , sostituendo -nei valori di A, B, C : 

A = — V (^v,— fx.v) a,— (v — vXv,) a, 4- (fx — wX/x,) a3 , 
B = — v (fxv,— /xjv)ò,— (v — vXv,) ò,-h (f* — vXf*,) Ò3 , 
C = — v (f*v,— f*iv) e,-— (v — vXv.) c,-h (fi — vXfiJ Cj. 
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Si trova pure : 

d*2 



dudv 



"!:?=o -»=o ^=0 

di»' "' d»» "' d? " 

Da queste varie espressioni risolta, che ponendo per brevil: 

P 

p 

e usando i simboli D, D', D" nel senso delle DisquisiUùnes generales, si ha 

D = P 4- Qv — Rv*, 

D' = fxv, fX,V , 

iy'=o. 

Rammentiamo inoltre che si ha 

E =- 1 + vMptJ + vj)= 1+ II* e'% 

F =3 cos d , 
G = l, 

EG — F'= sen^e -f- W, 
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ed osserviamo che^ per essere 

(f*v. -F,v)»= (^»H- V») (^f 4- vj) _(^,.-H w,)« 

= e"" sen*fi per le (3) (4) , 

si può scrivere 

(7) D'e= fxvj — |x,v = e' sen 6. 

Per questi valori T equazione generale in R dei raggi di curvatura (vedi t. IV di 
questi Annali p. 284) 

(— - P \ /G^_ D" \ _ /£. _ D' y 

\R V^EG— F7\R v/e'g - F V \R V^EG— F'/ ' 

indicando con Rit Ra i detti due raggi, porge le due relazioni seguenti: 

1 e'' sen'g 

~ RJRT "" (sen* i? -h v» e**)* ' 

R.-hR, Rv»— Qv — P, 



— t » 

R,R, (sen'0-h v'e")' 

dove si è posto 

(8) P,= P — 2e' sen 6 cos B. 

Eliminando t; fra le due equazioni precedenti si trova 

(9) ^|_f_^zrR;R7_i|URJ-!L^=-R:R7_i| 

^ ' sen I sen * * ) | sen e ' * j 



-^i<'"->'?^.-'.|- 



Siccome quest* equazione non contiene più, insieme coi due raggi principali R„ R,, 
che la variabile u , sotto le funzioni e, d, etc, cosi il nostro problema è ora ridotto 
a trovare le forme che devono avere queste funzioni (e quindi le {, v),C, lfmfn)y 
affinchè dall' equazione medesima sparisca identicamente la variabile u. Ora poiché 
in luogo delle due quantità R|, Rs è lecito introdurre due qualunque loro funzioni 
indipendenti, cosi poniamo per un momento 
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r coosiderìaiDO le Xt Y come variabili principali in luogo delle Rg» R,. Ponendo 
di nuovo, per brevità, 

** .fc, l'sene^lf, R + fc*P.= R', 



sen 



ed innalzando al quadrato i due membri dell* equazione (9) si trova , dopo aver di- 
viso per fc*/c^, 

Notiamo bene che la quantità h^ì^ ^ ossia ^^ non può essere mai né nulla né 

^ sen '^ 

intinita. Infatti B si annulla soltanto sulle superficie sviluppabili, ed e, più in par- 
ticolare ancora, sulle sole superficie cilindriche, due casi che abbiamo escluso fino 
dal principio. Dunque le conclusioni che dedurremo dalla precedente trasformazióne 
dcir equazione primitiva non possono andar soggette ad alcuna ecceisione , finché si 
tr<aUi di superficie gobbe. 

Ora siccome nel]* equazione precedente si è isolato il quadrato di Y, cosi Tequa- 
ziono stessa può risultare indipendente dalla variabile u solamente quando, per la 
tiahira delle funzioni che entrano nella composizione dei suoi coefficienti, questi 
stessi coefficienti risultano costanti, cioè quando, indicando con a^h^c^d quattro 
ensianli indeterminate, si ha: 

^ a . R' ^ 

hì^ hk' h'h^ 

Q* . 2RR' ^ 

Ora dair ultima di queste relazioni, in virtù delle prime tre, si deduce 

. d — 2ac 
h==—p , 

e' 

(lumiue la quantità h, ossia } deve essere costante. 

sene 

( Questa deduzione cessa d* essere rigorosa nel caso in cui b sia nullo , cioè nel 

caso in cui si abbia nella (9) Q = 0. Ma, facendo uso di alcune trasformazioni che 

vedremo fra un momento, si trova facilmente che se ^ è variabile con u, si ha 

.•*cni|ire 

Q = h' sen'9. 
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Dunque» poiché B non può essere nullo» se Q è zero dev'esser tale anche h', e 
quindi h dev'essere costante. Del resto da quest'ultima formola emerge che Q è 
appunto nullo in ogni caso: ma noi non faremo ora uso di questa conclusione, che 
non è per anche dimostrata.) 
Si ha poscia 

e' = ik sen 9 A =3 fc sen*9 , 

III 

R = ofc* sen^e , Q <== M* sen^B , R'«= (*' sen^B , 

P,= M (efc _ ft) sen^e , 
o più semplicemente, mutando le costanti e ricordando la (8), 

!Qe=asen'0, R=»68en'd, Pg= esente, 
P =3 sen'd (e sen + 2& cos B). 

Lo stesso valore c'saJksenO, sostituito nella (7), dà 

fiv,— fi,v = fcsen*0, 
e quest'equazione combinata colla (4)t osservando che fi'-h v*=» sen'O, porge 

(11) fA,= — fcy, V,:;=:Afi. 

Sostituendo questi valori nelle (5) si trova 

Ma dalle (1) si ha pure, per le stesse (11), 

quindi possiamo scrivere 

(12) h=j> f*.= -kV, v.^ *(*^+^)- 

Cosi abbiamo i valori di fi,» v,, X,, fx^, v,, espressi per le sole quantità X » fi , v » p. 
Tom. VII. R. 3. 19 
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Da età li 4ed«ee 



l»i»«- m»i» h*Ui sen*a H- -j 



P 



quindi (6): 



R«»i^8eD9U8eB9o«9-f.l^ ^^ » 

(13) / Q»,0, 



(Se Jk non fosse costante» i yalori (11) rimarrebbero esatti egualmente» ma quelli 
ài fia e V, (18) dovrebbero essere aeereseiuti r&pettitamente di — Vv e di 4- àV» 
e la loro sostitusione nel valore di Q darebbe per risultato Q «» Jk' sen*0 » come si 
é detto poeanzi.) 

Di ciascuna delle quantità P, R abbiamo ora due valori : i precedenti » cioè» e 
quelli dati dalle (10). Eguagliandoli si trova: 



— ^ E — ==sen^(c8en0 4- 3fccos9), 

P 

6sen'9»à'^Jksen9cosa4- II— ^1 » 

ed eliminando — ^^^-^ — si ottiene: 

P 

{b + ek*)sen0 4- à' cos a » 0. 

Ora affinché quest'equtaione fosse identica per ogni valore di 0» bisognerebbe che 
si avesse Jk=s 0» i &=» 0. Ma h non può essere zero» perchè tale non può essere i^» 
dunque bisogna che $ .sia costante» epperò» per un noto teorema di BoimiT» che la 
lin^a di stringimento sia anche linea geodetica della superficie. Si giungerebbe allo 

stesso risultato quando» volendosi supporre p«i :t: ^, si rendesse impossibile la pre-^ 

cedente eUminafiioiie. 
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Dovendo essere eoetante l'angolo 9f Tniia o T altra delle due preeedeoti equa- 
zioni dà: p = eoslante. 

Avendo slabililo in lai modo ehe ^««0 e ehe quindi ••«bboosI., p^sscoai., è 
facilissimo completare la determinazione della classe di superficie gobbe della quale 
ci occupiamo. Si ha infatti dalle (3) (il) (12). 

Xs=cos9, fxsO» vsasenOy 

hsenB ^ ./' ^ cosdX 

Confrontando il valore di fx, qui ottenuto con quello dato dalle (1) si trova 

.... cos 9 sen 9 . ^ 

(14) h « — fcsend, 

p r 

e poiché in questa equazione e p sono costanti, è necessario che anche r sia co* 
stante: bisogna quindi « per un teorema di Poisbox, che la direttrice sia un'elica 
tracciata sopra un cilindro di rivoluzione « donde consegue essere la superficie un 
elicoide rigato avente quest'elica per linea di stringimento. 

Ora daremo all'equazione (9) la sua forma finale. Si ha dalle (S) (13) 

P,« — sen 1 - + Sft sen cos K 

R = &' sen 1 - + ft sen cos ì , 
epperò l'equazione anzidetta si trasforma nella seguente: 

sen (- -f- ftsen cos mfc ^— R,R, — lì 

— fc^sen'0 . ' * + sen 1 - + 2^ sen cos 1 = 0, 
V-R.R. V / 

ossia, dopo qualche riduzione: 

= sen i/fc / * T I - -h fc sen cos 1 ^ — R, R. — cos0. 

^ ^-R,R, sen0\p /' 
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Si può dimiiiare la coflUnte h Introducendo le sole quantità p, r,9> ehe aono più 
direttamente connesse colia natura della superflcie. Abbiamo infetti la iònnola (14) 
che ci permette di fare questa eliminazione « compiuta la quale si trova finalmente : 

— _jV^-R,R,_ coseno. 

Il risultato finale della nostra investigazione è contenalo, quanto alla determi- 
nazione della superficie cercata, nelle equazioni 

e = cost. , fi = , p = cosi. , r «s cosi. 

le quali, riassumendo il già detto, esprimono che: le wle superficie gobbe fra % cui 
raggi principali di curvatura sumste in ogni punta una rekuione costante, sono 
gli elicoidi. 

Reciprocamente : tutti gli elicoidi rigati posseggono questa proprietà (*) ; e la 
relazione costante che si verifica per questi elicoidi è rappresentala dalF equa- 
zione (15). 

£ chiaro poi che nulla impedisce di supporre - = 0, cioè di supporre che Te- 

P 
lica di slringimenlo sia una rclla. In questo caso la quantità r che , per la sua de- 
finizione, resterebbe indeterminata, deve ricevere un valore costante, che può sce* 
gliersi comunque: ciò emerge dalla formola (14). 

Non faremo che due applicazioni della formola (15). 

1^) Meunibb ha dimostralo pel primo che esiste una sola superficie rigata d*area 
minima, cioè soddisfacenlc alla relazione 

R,-h Ra = 0, 

ed è r elicoide a piano direllore ed a direllrice rellilinca. Questo teorema è una 
conseguenza immediata della nostra formola: infatti, se ha luogo la precedente re- 
lazione in ogni punto della superficie, si deve avere 

sen cos ^ « ^ 

— r == , cos e == , 



(*) È anzi evidente che in qualunque superficie elicoidale si verifica la proprietà die uno dei raggi 
di curvatura è funzione dell' altro. 
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cioè 

6=,! i=o 

equazioni che carallerìzzano appunto l'elicoide testé menzionato. 

\ 

2*) Quando si suppone - ^=> 0, l'elica di stringimento diventa una circonferenza 

r 

e la superficie una superficie di rivoluzione. In questo caso l'equazione (15) diventa, 
ponendovi p = — a , 

(R,-+- R,) V^asen fi cosd -h (— R,R,)^ sen9 — a (— R,R,)» oos = 0, 
e si decompone in due fattori nel modo seguente: 

} R; Vsene — (— R,)* Vocosé \ \ RJ Vocosfi -f- (— R,)* Vsen? \ =» 0, 
donde emerge la sussistenza dell* una o dell'altra di queste due relazioni: 

R* R* 

— gi =- (a cot 0)", — -t = (a col B)\ 

le quali concordano nell' esprimere la notissima proprietà delle superficie di rivolu- 
zione del 2® ordine, d' avere uno dei raggi principali costantemente proporzionale al 
cubo dell' altro. 

Si potrebbe, in alcuni casi, trovar preferibile di introdurre nell'equazione (15), 
in luogo dei raggi di 1* e 2* curvatura p ed r, il raggio a della base del cilindro 
sul quale è tracciata l' elica di stringimento e 1* angolo &> che quest' elica fa colle ge- 
neratrici del cilindro stesso. Facendo uso di relazioni note si trova facilmente che 
l'equazione (15) viene allora a trasformarsi nella seguente: 

Ri -h Ra * —1... 

w==== V a sen 9 sen tt sen (» — 9) + sen u cos (« — e) v— RiR. 

— a cos 9= 0. 
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Ut socio questa forma essa non si presta più ai casi in cai a == » cioè agli eli- 
coidi rigati a direttrice rettilinea. 



isa, Dicembre 1865. 



P. S. NM'ùUervaUo di tempo the come fra la eoitue^Mi àtUm preant e ffaim 
alla Bedatkme degli Amudi e la tua fMUùosàane» U Sig. Dtirt è penemao dal 
conio ano ai medesimi riealiati. K sono credute m dMto di far eemoeoere qae- 
sta dreostansta, esternando tn pari tempo il desiderio the U Sig. Dati pMUM 
la sua dsmostraMoae, die è intieramemte diversa da quella dm preesde. B eomfromto 
dei dne metodi mm può the recare maggior htee sopra un soggetto mm privo d' m- 
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INtOBNO \p ALCUNE SOIME DI CUBI 
NOTA 

DI ANGELO GEPIOCCHI 

FrofeMor* di HtlMutitt ntlk B«(it U»iv«nltk di Torto*. 



i! Oi 



conoscono parecchie solazioni, con numeri interi e positivi^ dell'equa- 



zione 



e da esse infinite altre se ne possono dedurre moltiplicando per un medesimo 
fattore i valori già trovati di Xt r, e jr. Queste saranno soluzioni derivate : cer- 
cheremo altre soluzioni primitive nel modo seguente. Posto x^-ralf, 7'»8^9 
risulta 

(a) s{r* + 85») " 9**, 

e per risolver questa si pone 

donde si trae 



e pero 

Si pone indi 

onde 



r-;?(p'-14^*), s^q (3/i»-8^»), 

«'3 = s'ip^ - 14j") , fatto q - iì5\ 
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ossìa 

equazione simile alla (s), che risolvendosi cogli stessi numeri può servire a tro- 
varne successivamente quante soluzioni si vogliano. 

Si prenda la soluzione r' ^s" » t" » i : ne dedurremo 

/ - tit"^ « 17 , ^ » 35'- SI , ;> -rV + 71 y'*)« 73 , 

r^pfp*^ Uq*) - 73 (73* - 14.81*) - - 73.1S1135 , 
J - ^ (y>* - Sq*) m 81(3.73* - 8.81*) — 81.36501» 

e quindi r» - 11105855 e ar->4J~r-- 7i0409. Cambiando il segno , avremo 
i valori interi e positivi 

X " 710400 , r « 11105855, 

che soddisfaranno all'equazione (i) con / pure intero e positivo. 
1? Si può applicare lo stesso metodo all'equazione 

(3) x^ + (or H- r)' + (x H- 1 r)' H- . . . H- (j: + nr-r)^ -7^, 

supponendo n> 3. Fatto ^atr+(n-i)r, questa equazione diventa, secondo 
una formola del signor LeBesgue, 

(4) ns[s'^{n*^iy]^sf} 
per dò nel caso di n « 4 si ha 

(5) f(j' + i5r*)-i75, 

e posto 

f = if " , f + r/^ '^{p -k-q ^^^f , 

ne risulta 

is'^ ^ pip" - VUj*) , r « 2q(p* " 9q*) ', 

indi posto 

;>=iy , ;>+3^v^-(j"+r'v^)', 

si ottiene 

39 =r'(3 y'* + 5r") , ^V'* + *«^") - V" » 

la qual ultima equazione è simile alla (s). 

Preso r' a 1 , x" « is , ^' « 10, i quali valori corrispondono alla eguaglianza 

11'+ 11^ + 13'+ u^«io' , 
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si troverà 

p = «y 3 « 2.20^ , ^' = y (*"* - 5r'*) = «0.620= 20*.3i , 

S^%s'^^ 2.20®.3r , flr =— (w" + 8r ) = « jo.— , 

^3 3 3 

r =» 3^(p' - JS^') « 2.20*.— (20^.4.9 - 47*) « 2.20*.— .285791 . 

Si possono moltiplicare per 9 e dividere per 2.20* i valori di r e x rìducendo- 
li COSI a 

r « 47.285791 « 13432177 , 
S « 9.20".3l' = 107247600 , 

donde 

S-Zr 66951069 



X 



^i avrà dunque, moltiplicando per 2 questi valori di j? e r, una nuova soluzione 
dell'equazione (3), per yi « 4, con numeri interi e positivi 

X « 66951069 , r ^ 26864354. 

3? Generalmente, per soddisfare all'equazione (4), fatto per compendio n^ —ì = m, 
poniamo 

s = ns^^y s + r ^—m ^ (p + q ^^m)^ , 

donde 

r = q{3p^ - nuf^) , li" s'^ =^ p(p^ - zmq*) ; 

poniamo inoltre 

np « sj'^ , p -I- q^lm = (* " + r'^Ztn^ , 
donde 

^ « 3rV" + '» r'^) , p = ^'V* + mr'') , 
sicché facendo 3r' » r" si ha l'equazione simile alla (4) 

Cosi, data una soluzione della (a), i medesimi numeri potranno prendersi pei 
valori di r", s" e jr\ e da questi si dedurranno r', />? g^ r, x, onde si avrii 
una nuova soluzione della (4), che potrà similmente somministrarne un'altra, ecc. 
ecc. Ma è chiaro che le soluzioni ottenute in tal modo potranno non essere le 
sole possi])ili; di più^ sebbene si trovino valori positivi per s ed r, può darsi 
che X risulti negativo e quindi non si abbia per l'equazione (3) una soluzione 
con numeri positivi quantunque si abbia per la (4). 

Tom. VII. N. 3. 20 
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Preso r"» j"= t , r » — > ne rìsulteii 



3 '^ 






S7 

questi valori di r e ^ sono ambedue negativi quando n è maggiore di 16, da 
7i»3 ad 71»? è positivo r, negativo Sy ma in ambedue i casi si ha ^ <(;t — i)r, 
prescindendo dai segni, e però nel primo membro dell'equazione (3) alcuni cubi 
saranno positivi , altri negativi. Da 71 « 8 fino ad ft » 16 sarà s negativo , r 
positivo, ma in valor assoluto san ^ > (1 — 1) r , quindi x sarà negativo e sa- 
ranno negativi tutti gì' indicati cubi, onde un semplice cambiamento di segni 
renderà positivi tutti i termini del primo membro dell'equazione. (3). 

4? Si possono trovare altre formole più commode per dedurre da una solu- 
zione dell'equazione (4) una nuova soluzione. 

Sia un^ soluzione f»/, r»g, tj^h ^ e ritenendo il medesimo valore di ^, 
si supponga 

sostituendo, togliendo i termini che si annullano per la (4), e dividendo poscia 
per z, avremo 

mnf(ig + 2) « 3A*/? -♦- ihp\ -♦• p^z* , 

a .1. 1 ^mnfs 

ove m ^ n - 1 ; indi ponendo p = — j^ > ne trarremo 

mnf — zhp* 
z = 5 » 

P 
e per ciò una soluzione della (4) sarà eziandio 

Messo il valore di p^ messo per h? il valore 

che risulta dalla (4)^ e fatto 

(6) /'-smyg^, g'=a7/* + i8w/V-'»V» hì^mghi^f'^mg^ 
si troverà 

/' ^ ^' ^' 

'^'m^' ''■"5^' ^^^^M^' 

onde è chiaro che l'equazione (4) sarà soddisfatta anche dai valori s «/', r » g\ 

ijr a h! che sono dati dalle (6) e che saranno interi se sono interi /, gy h. 
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Preso/agBi, h^Tij le formole (e) daranno 

/'=8m*, ^'«27 + i8m-m*, A' » sm]«(m -h 9): 

il valore di g' sarà positivo per n ^ z e ti = 4^ negativo per ti > 4 , e quindi 
per 71 > 4 si Gambiera g' in - g'^ ma da n « 3 sino ad n *= a si avrà in va- 
lor assoluto /'> {n-'ì)g\ cosicché ne risulteranno soluzioni dell'equazione (3) 
con valori interi e positivi di r, x, e jr, A cagion d'esempio per ti « 6 si ha 
f B 8.35' , g « 8.71 , e tolto il fattor comune 8, risulta 



36*- 6.71 



X « = 435 , r = 71. 



Si può anche fare a = -^f— > ^' - S% > donde 



(7) a « 3 (27 + isa - fl ) ; 

e se rìsultera a' <i , sarà /'* > nlg^* > (/i - 1)^' , e quindi /'> (/i - i)g' , 
onde si avrà ancora una soluzione dell'equazione (3) con numeri interi e posi- 
tivi. Si potranno similmente calcolare altre quantità a!\ a"' , . . . che dipendano 
da a'f al\ . .'. come a' dipende da a, e quando si giunga aduna di tali quan- 
tità che sia < 1, si avrìi una soluzione della stessa equazione (3) con numeri 
interi e positivi. 

5? È da notarsi che anche per valori di n grandi quanto si voglia si può 
soddisfare alla (3) con x intero e positivo , y razionale ^ supponendo r » 1 : 
basta prendere per n un cubo non divisibile per 3. Ciò risulta dalle formole 
con cui il signor Camillo Pagliani, cadetto nel R. Corpo dei Pionieri di Modena, 
sciolse il problema di trovare mille cubi interi consecutivi la cui somma sia 
un cubo (*). Imperocché cambiando n in n^ e facendo 

(^»-| )» -3 (7*3+1) 

X s= j 

6 

si trova 

e si vede che il numeratore del valore di x è sempre un numero pari ed è 
anche divisibile per 3 quando non è tale n, essendo allora n^ — i divisibile per 
3, onde in questo caso sarà x un numero intero. Se si prende n divisibile per 
3^ sarà un numero intero zx , e moltiplicando l'equazion precedente per 3^, si 
avra eguale ad un cubo la somma dei cubi dì n^ numeri interi formanti una 
progressione aritmetica la cui ragione sarà 3. 

(*) V. Ànnalei de Mathématiquei par Gergonne, tom. XX, p. 382^384. 
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«? Se fi aoModa éke la wammm An tamim d' 
derati a caBo aom sia «a caBo aa vb ifaadbato , si ank iarccc òdT 
nome (3) la legpMte 

dK poCim lidsm alla 

Facndo «f-iu/, trarreao da «pKsU 

aoode / - iif* =fc ^/i* t* - («' - i) r* : quindi porroBo 



e otterrea» 



(*•) 



/i*-i+;>* 



a coi ctfffi fp ondcfamio due Talorì di / 

(n) '-— T— T» '"'-zr— i 



Astegnandu yalorì raxionali q[iiali si To^iano a fi e / si aTranno dunque 
laxioiiali per r, / ed jr , e così le forinole (!•) e (if ) damnno la sofanioiie ge- 
nerale dell'cquaiioiie (9) con numeri ranooali. 

I due Talori (11) si possono anche ridurre ad nn solo, poiché il secondo di- 



Tenta identico al primo se vi si cambia p in » mentre con questo cambia- 
mento non si cambia r. Dal primo si dednrn 

formola che unita alla (10) porgerà la soluzione generale dell'equazione (s) con 
numeri razionali. 

Se prendiamo £»!, p-n — i , troviamo r » 1, x » i la qual soluzione è no- 
tissima. Preso p « , si avrà 

'^ n 

tnV nY 

r» — 5 — > X ■» — s — » 

tn -1 m -t 

laonde san x ■* 1 , r » 2 , se pongasi 
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(13) 2n' - 1 « nV, 

cioè 2 /i' ~ 1 quadrato^ il che corrisponde pure ad una soluzione nota. I valori 
di n che soddisfanno all'equazione (i3) sono compresi nella formola 

(i/i-i-iy + (i/2-i)' 

(14) n =* ^ ^—^ ^ , 

^ ' 2y/2 

dove i denota un numero impari positivo. 

7.' Gli antichi aritmetici hanno osservato che i numeri jf^a, J'-A, z«5, f = 6 
verificano nel medesimo tempo le tre equazioni 

si può dimostrare che fra i numeri interi sono i soli i quali godano di questa 
proprietà. 

Imperocché la soluzione più generale della seconda delle (15) con numeri interi è 

X « m{(t - è*) , y ^ wiah , z « ìn[a + h^ , 

se m^ a, b siano numeri interi de* quali gli ultimi a e 6 si possono supporre 
primi tra loro; quindi la prima deUc (is) dark 

s = m^ab(d' - b\ 

e sostituendo tutto nella terza si avrà 

2(a* + 3Ò* + hab^) - rn^ab^d' - bj . 

2 a* 
Segue da questa equazione che -jj- deve essere un numero intero, e supponen- 
dosi b primo ad a, sarà b^ divisore di 2, e però 6»i. Adunque 

2(a* -♦- 3 4-4fl) «= /»*a(a* - i)* , 
ossia, dividendo per a -4- i, 

2(a - i)* + 4 = m*a(rt* - 1) (a - 1)" ; 

onde 4 divisibile per (a — i)* , 2 divisibile per « — i, e cosi a — 1 = 2 , ovvero 
A — 1 » I, il che somministra a » 3 , ovvero a » 2. L'ultima equazione per a—z 
diverrebbe 

12 BT m*.3.8.4 , ossia 1 BT 8m' , 

il che è assurdo con m intero: resta dunque soltanto « = 2 che porge 1=/»* , 
/» « 1, e quindi i valori già indicati di Xyj^ z, s. 

In luogo della terza delle equazioni (15) si potrebbe proporre la seguente più 
generale 

(16) X' +7-*+ Z^^S^t , 
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in cm t h una nuova incognita e n un esponente dato intero e > i. Proce- 
dendo come dianzi si troverk un'equazione 



ia« 



dalla quale si dednm -73- intero , e quindi 6 « 1 , se si vuole che anche t 

sia intero. Si avrà poscia 

,(a - I)' + 4 = m*— • a—* (a - i)" (a + i)— * t, 

« P«ro -r zr e interi, onde a — i oppure n - 3. Preso a « 3 si trova 

^ (a - 1) a - 1 '^'^ 



il che per n > 1 somministra l'eguaglianza 



assurda con m t t interi, e per n^% somministra 3 » m< , e quindi m «» 1 e 
t«3, oppure i» = 3 e t^ì. Preso a«f si ha 6 = m*""*.i'^*.3*^** , il che è 
assurdo quando n > 3 , porge ma£«i se na3, e m<-=6 se n^t, talché 
allora si hanno per n» e f i valori t, 3; 1, 6. 
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L 



tes anciens connaissaient d^ja la proprì^t^ de 1' aìmaat d' attìrer le fer , et 
Glaudien chante avec prolixìté commeiit une V^nus aimantée a enflammcf le coeur 
d'un Mars de fer. Les Grecs connaissaient l'effet de i' aimant k une distance ; 
car d'après ìes ordres de Ptolemée Philadelpbe, Dinocrate constniisit le toit du 
tempie d'Arsìnoè d aimant, afin que la statue d'AasiNoi restàt suspendue dans 
Fair au milieu du tempie, et a Alexandrìe se vit le méme phénomène dans le 
tempie de Sérapis. La connaissance des anciens sur les propri^tcfs de 1* aimant 
se borna là, et encore cette connaissance était incomplète et injuste, étant ac- 
compagnie d*id^es erronées que Pline (l) lui-méme communique comme des yéniés. 
Mais le fait que la terre agit comme aimant^ restait inconnu aux anciens, 
pour autant que nous sachions. Ce ne fut qu*au 12' sìècle qu'on eut en Europe 
la nolion, que Taimant, nageant sur Feau dans une barque, prend une certaine 
direction par rapport au méridien (2), et Fon s'imaginait ordinairement que cette 
direction correspondait cxactement avec les v^ritables Nord et Sud; de Ik qu'on 
donnait aux extremit^s de l'aimant ou de l'aiguille le nom de Póles, et bien a 
celle qui indiquait le Nord celui de Pòle arctique et a l'extrémité opposte celui 
de Pólc antarctique. 

11 n'etait pas ^tonnant qu'on ^tait dans l'erreur pour ce qui regarde cette 
suppositiou, et qu'on restait a ne pas s'en apercevoir, tant. qu'on ne se servit 

(*) Dans un volume, in 8!, intitulé « natuur~cn scheikundig (( archief, li uitgegeten )) door |i 

» G. J. MULDBR, Il JAARGANG 1835. R TE ROTTBRDAMt BIJ || P. H. TAN DEN NEUYELL. || 1836. », ÌD 8.* 

(page 275", non numérotée, li^. 6—28; pages 276«— 297«, numérotées 268—289, « 5." stuk ») on troave 
le texte hollandais de cet écrit, sons le titre suivant: « over Petrus adSigerius en de oddste waar || 
» nemingen van de afwijking der n MAGNEETNAALD. U DOOR U w. WEMCKEBACH. ». Ce Utfe se trouve 
dans les lignes 1— S de la page 275«, non numérotée, da méme volume. L^* '^-1 

(1) Plikius, Hist. Nat., lib. XXXVJ, e. 16. 

(2) Il a été beaucoup écrit sur la question si «les Européens ont découvert eux-mèmes cètte pro- 
priété ou qu'ils l'ont prise de la Chine et de l'Arabie. Comparez lesauteurs mentionnés par Muncre, 
nandb. der Naturi, 1829. Voi. I. p. 850—51, et Rlaproth, Lettre à M. de Humboldt fur V inven- 
tion de la Bouuole. Parit 1834. 
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du compas que sur la M<^cernin^, la Baltique, ou en faistnt le trajet da con- 
tinent de TEurope aux iles voismes; de plus que cette inexactìtude dans l'indi- 
cation du compas pouvait rester cach^e par d'autres causes connues de meprìse, 
cornine par les courants d'eau^ etc. Mais do momeat que des marins plus hardis 
se hasardaient a perdre entièrement de yue les cótes qui lear étaient connues, 
et qu'ils s'abandonnaient entièrement à la direction de TaiguiUe aimante'e pour 
trouver leur chemin et pour trouver des pays inconnus, la variation de ce guide 
ne put rester plus longtemps cachcfe. Il e'tait donc naturel que la découverte 
de la de'viation de Taiguille aimantée fùt synchrone avec la de'couverte du nou- 
veau monde ^ et que cette de'couverte f&t un des fruits des vojages de Vasco 
DE Gama ou de Colombo. 

Ce serait au contrairc bien ^trange que cette proprìéte', dont la connaia- 
sance ne dut étre acquise qu'en consequence d'observations minutieuses, eut été 
connue déja depuis des siècles. Pourtant la connaissance de la devia tioo de 
r aiguiile aimantee au i3' siede est sou tenue dans les ouvrages modernes de 
physique, entr*autres par HoRNEa dans la nouvelle édition du Phjrsikalisches Le- 
xicon de Gehler (i). Cette assertion repose sur le contenu d*un manuscrit, qui 
se trouve à la bibliothèque de TUniversitcf de Leide, et dans lequel il est dit en 
termes distincts, que déja Fan ii69 on e&t observe' une deViation de s? 

De ce que Horner en dit, mon attention s*est tournee sur ce manuscrit , 
et j*ai jugcf qu'il yalait bien la peine de le vérifier attenti vement et d*examiner 
en quoi le contenu donne droit a soutenir que la de'viation de l'aiguille aimante'e 
e'tait un phe'nomène de'ja connu avant lan 1SG9. 

Le premier qui dirigea Tattention sor ce manuscrit fut le navigatcur connu 
TaÉvEffOT. Dans un Discours sur Vart de la navigation (2) il dit: « Cepeodant 
» j*ai trouyé, qu*elle variait de 5 degras Tan 1S69; c'est dans un manuscrit qui 
» m'est tombe' entre les mains avec le ti tre: Epistola Petri jédsigerii insuper 
» rationibus naturae magnetis. >» A quoi il fait suìvre qu*on a donne' au pby- 
sicien anglais Gulielmus Gilbbrtus Thonneur de bien de découvertes, qui étaient 
déja connues dans le 13' sìècle. Thévenot (d*après une coutume encore très-en 
usage chez les Fran^ais , de ne point mentionner les sources d*où ils puisent 
leurs informations) ne dit pas où il a vu ce manuscrit» qui donc n*a pu tirer 
Tattention des physiciens (3), ou du moins u'ont ils pas été en état de Texa- 
miner eux-mémes. 

Enfin Cavallo en visitant là Bibliothèque de Leide trouva le manuscrit de Pe- 
trus AusiGERius,et il en fit mention aussi bien dans le supple'ment de son ouvrage sur 
le magnétisme (4), que sous Farticle « Compass- » dans V Encjclopedia de Rees. 

(t) Voi. I. p. i36i à l*article AìnDtichung der Magnetnadei (Déviation d« l'aiguille aimantee). 

(2) Recueii de vo^ges de M. Tbévehot, dédié au Boi. Paris 168i. 8/ 

(3) Van SwiNDEN dit {Mém. ftrét. p. des SavanU. T. Vili. p. 6, note): Je n'ai pas été à portée 
de coDsulter les mss. de Pierre Adsigerius, intitnlé: «e Epistola insuper ratìonibos natarae magnetis », 
dont il est fait mention par ThéTenotdans la IV*** partie de ses Toyages, et après lui dans le Jòum. 
det Sarcuu, 1687, p. 51, Ed. in 12? Certainemcnt Van Swinden n'aurait pas dit cda, s*il avait su que 
ce ros. se trouvait a Leide. 

(4) Cavallo, Treatise on Magnetism. 
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En consequence des indìcations de Thévenot et de Cavallo» Petrus Adsiger 
est nommd dans plusieurs ouvrages postérieurs de Physique, comme le premier 
obseryateur de la dcfvìatìoa de Taìguille aimant^e , et l'annue iM9 est indiquée 
(par les uns comme problematìque^ par les autres corame plus certame)» comme 
Tannée dans laquelle cette d^couverle iut^ressante ait éié faite. (i) 

C*est a la complaìsance du professeur Geel (2) que je dus 1* avantage de 
voir et d'examiner la lettre d'AosiGERius. Elle se trouve fol. 51 a ss d*un yolumc 
qui contient dìverses pièces de Roger Bacon. Ce volume est le n? 64 dea mss, ex 
bibliotheca viri illustris Isaagi Vossii (3). Je n*ai pu découvrir d où Isaac Vossius, 
qui^ comme il est connu, a s^jouru^ longtemps eu Angleterre, et qui a voyagcf 
en France, en Italie et en Suède, a apporta ce manuscrit. 

On pourrait soup^onncr des pièces r^unies avec la lettre dans le méme vo- 
lume que Vossics Tait apporte'e de TAngleterre; mais je ne puis ajouter aucune 
probabilità de plus a ce soupgon. 

L*àge n'est prouvc par aucune ìndication positive qui pùt étre trouvée dans 
ce volume; mais un juge compétent de mss. est d opinion qu'il ne peut monter 
au dela du is* siede, pour antan t qu'on puisse conclure de la forme des cara- 
ctères, mais bien qu*il peut étre d*unc date moins reculée. 

La lettre d'AosiGERius contient deux partìes : la première donne une des- 
cription des donnees auxquelles on puisse reconnaitre les quali t^s de Taimant ; 
les moyens de trouver les pointes de la pierre où se trouvent les pdles magne- 
tiques sont indiqués; on y traile de Tattraction et de la r^pulsìon magnétiques, 
et enfin on y fait mention de la propriéte d'un aimant a mouvement libre, de 
tourner un des pòles vers le Nord et Tautre vers le Sud. 11 est intcressaut de 
rapporter les mots qui ont rapport a cette propriéte'. 

Au cliap. 7 il dit : '< At notum est omnibus expertis , quod cum ferrum 
» magnetem tetigerit, et ligno levi vel festucae fuerit affixum, et aquae expo- 
h sìtum, una pars movebìtur ad stellam, quam nauticam vocant^ eo quod prope 
» polum est. Nam verìtas est quod non movetur ad stellam illam dictam, sed 
» ad polum^ cujus probationem afieremus in suo capitulo. » 

Et pour prouver ce qu*il avance, voici comme il raisonne chap. 10 : « Cujus 
» signum etiam evidens est^ quod ubicunque homo fuerit, videt ad oculum hujus 
» lapidis motum secundum situm sui orbis meridiani. Omnes autem orbes me- 
» ridiani in polos concurrunt, quare a polis mundi poli magnetis virtutem re- 
» cipiant. Et ex hoc apparet manifeste, quod non ad stellam nauticam movetur, 
» cum ibi non concurrant orb'cs meridiani , sed in polis. StelJa enim nautica 
» extra orbem meridianum cujuslibet regionis semper invenitur visibilis. Lo— 
» quendo enim de uno meridiano unius loci terrae stella nautica bis invenitur 
» in eo incompleta firmamenti revolutione. Ex his ergo manifestum est, quod a 
;> parlibus coeli partes magnetis virtutem recipiant ». 

(1) Voyez p. e. Libes, Hitt. phil. dtt progrèidf la Phyiique, T. I. p. 260. Young, Nat. Philoi.. 
T. J, p. 746. 

(2) Feti le professeur J. Geeh était bibliothécaire de la Bibl. de l'Université de Leide; mort il 
y a 3 ans. (Note du Traducteur. 1864). 

(3) Catal. Bibliothece. Lugd. Batav». mss. Chymici Q. 27. 

Tom. VII. N. 3. 21 
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La seconde panie de la lettre contient trois chapitres: le premier cliapì tre 
donne la description de l'instrument avec lequel on peut apprendre razimutli 
du soleil, de la lune cu des étoiles ; un aimant placca dans une boi te nageant 
sur Teau, une règie pounme de clienlles, et un cercle autour du tonneau qui 
contient Teau , servient a ce but. Dans le second chapitre est d^crit un pareil 
instrument, mais meilleur que le pr^cedent, selon ce que dit Tauteur de la lettre: 
une barre de fer se toumant sur un axe irertical,. plac^e dans une botte pourvue 
d'un couvercle de terre, est rendue magnétique par lattouchement (le contact) 
d*un aimant, se place dans le m^ridien et indique a Taide de la rhgìe, qui est 
aussi appliquée ici, et qui est dirigée au corps celeste, l'azimutb. Le troisième 
chapitre décrit une construction pour établir a laide d*un aimant un perpetuum 
mobile^ ou comme le nomme l'auteur de la lettre une rota perpetui motus. 

Ce chapitre ainsi que tonte la lettre est termine par Jes mots: « Vale, actum 
9 in castris in obsidione anno domini mcclxix** 8° die Augusti. » 

Après le mot Obsidione se trouve probablement le nom de la ville assl^gee, 
mais avec des abreviations et si indistinctement que je n'ai os^ l'ajouter (i). 

C'est a la fin du second chapitre de ce second volume qu'on rencontre les 
lignes qui font mention de la déviation de l'aimant et que nous faisons suivre 
id verbalement. 

« Nota quod partem meridionalem acus in usu directorii debemus facere 
» declinare per linum punctum versus occidens. Et hoc debet fieri per declina- 
» .tionem partis septentrionalis ad òriens , quia pars meridiana instrumenti di- 
» visionibus caret ». 



NoU quod lapn mtgaa» 
et ctiam lapù eoafacataa cara ipM* 
BOB diNcte teDdit ad polot. S«d pws qtue" 
'»d Beridiem tender* rapatatur, aliquantultuir 
r deeliMt ad oeeidcM, et illa qnae ad Mptealrìonem^ 
f rcapie** craditur, tuitUDden ad orieiu <e ÌMliaatA 
QnanfiuB antam ait hujva tadinalio , inveni raultial 
Ic^erientiia T«re 5 gradua: aee Umen haec dediaatio 
lia oao directorii noi inpedit, qal>d ipaam aeam al 
▼era Meridie par maai panctom euB dinidio fere; 
I^Tenui oceideu fadmaa drelinare , paneta«y 
^enira eontiact 5 gradva. Camam praedicUe^ 
deeliaatioaia qvere ia acadola posita ia 
^U*rtmtrucUtukmt«nd*ril. 



(1) Le Professeor Hamarer 
nom de U pbce Noura. On sait 
ou Lueeria, le dernier refoge de» — . «^ . ..„..»., ^. ^« „ ^... ^^^ ^..^^ «p^^ uuc luu- 

Se et héroique résistince. Voy. Sabae Malaspinae, Rerum Sieularum lib. VI. dans Mdratorii Rerum 
iti§airumtcrìptorei, T. VII.p. 858; et Garusii Biblioth. Hitt. regni Sieiliae. Panormi 1723, T. II, p. «45. 
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On voit que le mss. parie en eflfet et en termes bien nets de la deVia- 
tioii de l'aiguille aimantée, qu*il porte vraiment la date de 1S69, et qu*à la pre- 
miere le^on il induit a poser que la dévìation de 1' aiguìlle fut déja un fait 
connu Tan 1269. 

Mais cette supposi tioa n*est a de'fendre que lorsque Tauthenticité du manuscrìt 
et spe'cialement de la date et des lieux cités est proqvee cu rendue vraisemblable. 

Et en premier lieu il faut remarquer que le manuscrìt parait étre d* une 
date postérieure a l'an 1269, et bien du 15" siede cu d un temps encore moins 
rcculé. 11 y a donc de la possibilità qu'on y ait fait des additions postérieures^ 
lorsque la dévìation de Taiguille aìmantee était de'ja un fait connù: et cette pos* 
sibiltc est devenue pour moi une probabilite' par suite d' un examen e'tabli a 
ce sujet. 

Le manuscrìt de Petrus Adsigerius, pour autant que je sache, est le seul 
existant sous ce nom , et ce nom lui-méme est tout-a-fait inconnu ; du moins 
je n*ai pu le trouver nulle pait; mais entre les repassant les plus anciens ouvrages 
sur le magne'tisme, bientót me vint entre les mains un petit ouvragé sous le titre de 
Petri Peregrini Maricurtensis de magnete seu rotd perpetui motus libellus. 
Divi Ferdinandi lìhomanorum imperatoris auspicio per Achillem P. Gasserum L. 
fiunc primum promulgatus: Augsburgi in Suevis anno salutis iS58 (i). Et a peine 
cus-je ouvert le petit livre de Petrus Peregrinus, que je vis que les deux ou- 
vrages étaient les mémes: tous deux divisés en deux parties, chacune coìitenant 
!« méme nombre de chapitres; les cbapitres portant les mémes titres: je com- 
parai les textes minutieusement, et a deux exceptions près^ je n'y trouvai des 
difff^rences que telies qui se rencontrent fre'quemment entre deux manuscrìts du 
raéme ecrìt, ne consistant qu*en de très petites variations dans le clioìx cu l'ar- 
rangement des mots, sans qu'aucun des deux contìnt des faits qui ne se trou- 
vaient dans Tautre. 

11 est donc probable que les deux pi^ce^ n'e'taient qu'un méme texte. S'il 
en etait ainsi , Tun des deux noms ne devrait étre juste, et encore la lettre 
d' Adsigerius , en la comparant avec le petit ouvrage de Petrus Peregrinus me 
donna droit k tenir le dernier comme le verìtable. 

Après la préface de Gasserus, dans le livre imprimé la pièce de Peregrinus 
suit sous ce titre-ci : « Epistola Petri Peregrini de Maricourt ad Sygerum de 
» Foncaucourt militem^ de magnete» Et est tractatus de rota perpetui motùs. » 

En supprìmant dans cette adresse le surnoms de celui qui a ecrit la lettre 
et de celui à qui elle e'tait adressée^ elle devient: 

« Epistola Petri ad Sygerum », etc. 
et Ton voit d'abord comment ( encore que la terminaisou de um est écrite par 
une abréviation) le nom de Petri Adsigerii en a pu re'sulter. 

Ainsi l'inconnu Petrus Adsigerius e'tait devenu tout-k-coup un personnage 
ronnii. Petrus Peregrinus se rencontre dans plusìeurs ouvrages. Peregrinus, Ve- 

(1) Note au Catal. de la Bibliothrque de Leide, p. 148. 
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tranger^ le pdérìn, était le nom, qui du temps des croisadeSi fut soayeDt donne' 
a des crois^fl, qui retournaient dans leur patrie apr^ plusieurs années d'absence. 
Mais un certain Petrus Peregrinus se rencontre de plus dans les Dei Gesta 
per Francos d*une liste de Principes^ praelati, milites, qui his autoribus me- 
morati helUs istis Orientalibus adfuenxnt, Sigerus est de méme un nom bien 
connu dans ces temps-la. Dans cette méme liste on trouve entr'autres Seihbr de 
Mamedune. 

La famille de Maricourt se trouve dans le Dictionnaire de la Nóblesse par 
de la Chenaux-Desbois au mot Maricourt, 

Maricourt est un petit village dans le Département de la Somme en Pi- 
cardie (i)> marqué sur les cartes d^taillées de la Picardie. Sur ces cartes se trou- 
vent aussi les villages de Faucaucourt, Fauquecourt, Faucaucourt^Hors Nesle 
et Faucoucourt, 

La méme lettre qui porte les noms de Petrus Adsigerius et de Pbtrur Pe- 
regrinus est encore connue sous un troisième nom. L*an IMS, donc 4 ans apr^ 
la publication d*AcBiLLES Gasserus, il parut a Gologne un petit ouvrage, por- 
ta nt le ti tre de: 

loH. Taisnier Athensis poetae Idurati^riusque juris doctoris^Opusculum per- 
petua memorid dignissimum de naturd magnetis et ejus effectibus. Colon. 1S62 (s). 

En comparant cet ouvrage avec la lettre de Petrus Peregrinus^ il se pré- 
sente une concordance presque littérale qui ne laisse le moindre doute au plagikt 
dont le poete laurea t belge s'est rendu coupable, et dont *il a élé accuse^ par 
tous les écrivains qui ont écrit plus tard sur Taimant (s). 

Cepcndant T article de Taisnier , aussi bien que la lettre de Peregrinus , 
comme elle a (^té publiée par Gasserus, diffèrent en deux particularìtc^s remar- 
quables du manuscr. de Leide.M? iis ne finissent pas avec les mémes mots: «e Vale» 

» Actum 8** die Augusti »: ils ne portent donc point de date; et s? il j 

manque le passage inte'ressant où il est parie' de la déviation de l'aiguille aiman- 
tée. Au lieu des mots: « Nota qùod partem meridionalem », etc. jusqu'k: « in 
» qtiarto tractatu kalendarii », et au lieu des cercles qui y sont ajoute's, on trouve 
cliez Gasserus et Taisnier le dessin d'un compas dans lequel l'aiguille passe par 
un axe mouvant et est rendue magnétique par l'approchement (le contact) d un 
aimant: a coté de cette figure on lit: 

(c Et haec est jam dicti lapidis instrumentalis descriptio, ut hic depicta est ». 

Et un peu plus bas: 

« Totum cooperculum sit de crystallo vel simili materia trausparenti, ut 
» limbum ABCD contineat. Limbus vero hanc totam soperficiem continens, vi- 
» delicet FGHI, est circulus pyxidis continentis^ constituens cum cooperculo su- 
» perficiem unam. » 

(1) Gonf. Massélin. Dictionnaire des Géographies, 1821, in voce. 

(2) Calai. Bibl. pubi. Lugd. Bat., p. 148. 

(3) Voy. p. e. (Jnivertal- Lexicon alter KiintU und Wittensehaften. Lcip». 1741, foi. Bd., 27 in 

YOCe. MreiT» MrtTt 
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Les deux ouvrages ìmprimés ne contiennent donc aucun mot qui puisse 
faire naitre la supposition que Petrus Peregrinds connùt la deviatìon de Taì- 
guille aimantee, et quoique le petit ouvrage de Peregrinus fut conou partout, 
il ny avait point de raison pour lui attribuer cette d^cou verte, tant que le ma- 
nuscrit de Leide n*y donna aucun motif. 

Il faut donc poser la question : la date aussi bien que le passage relatif 
a la dénation doiyent-ils étre consid^rés comme s' étant trouvés dans la lettre 
originale de Petrus Peregrinus et sont iis omis plus tard par les copistes ou 
éditeurs , ou bien faut-il les consideVer tous deux comme étant glissés dans le 
manuscrit de Leide. 

Quant a la date prise isol^ment il n y a aucune invraisemblance : Petrus 
Peregrinus vécut environ Fan JS69. Gasserus, dans la préface de son édition dit: 
« qui vir (P. Peregrinus) quis fuerit aut quando vixerit, ut non babeo hercle quòd 
» certo asseverare ausim, ita naturae arcbanorum consultissimum et eundem Gal- 
» lum vix totos trecentos ante annos fuìsse si dìxero ine neque absurda pro- 
» tulisse arbitrabor », etc. Ceci fut écrit par Gasserus l'an 1558, et 300 ans plus 
tot nous conduit a Fan 1258, ce qui s*accorde de bien près avec l'an 1S69. 

Si la place assiégee, nommée en méme temps que la date^ est Nocera^ ce 
nom aussi plaiderait pour la justesse de cette date. En outre il n'est pas ^trange 
qu*un general frangais ayant appris en Italie plus pr^cisément les propriétés de 
Taimaut, en communique ses observations a un ami et compatriote. G'est bien 
de cette manière que dans ce temps-la beaucoup de connaissances, acquises dans 
les croisades, sont se divulguées vers l'Ouest de TEurope; et peut-étre la connais- 
sance de l'aiguille aimantee est arrivée de cette manière de l'Arabie en Europe. 

Afin de pouvoir juger de l'autbenticité de la date ainsi que du passage où 
il est parld de la d^viation de l'aimant, j' ai tàch^ de confronter la lettre im- 
primee de Peregrinus avec les manuscrits existants. 

Pour autaut que j'ai pu apprendre il existe de la lettre de Peregrinus, k 
l'exception de celui de Leide^ encore 7 oji 8 manuscrits. 

un appartient au Trinity-College a Dublin; 

trois se trouvent a Oxford dans la Bibliothèque Bodléienne; 

un se trouve a la Bibliothèque royale (imperiale) a Paris (i); 

un k la Bibliothèque de la Ville de Genève (2); 

un k la Bibliothèque de l'Athene'e royal de Turin (3); 

un enfìn se trouve, selon Gasserus dans sa préface, k la BibUotheca Ca- 
stellana k Venise; mais il est bien possible que cet exemplaire est parti de Ik 
depuis l'an 1558, et qu'il soit l'un des exemplaires sus-mehtionnés. 

Le professeur Riqaud k Oxford, a eu la bonté d'examiner pour moi les mss. 
de la Bibliothèque Bodléienne et m'en a communique ce qui suit: 

(1) Catalogut eodieum mu. Biblioteeae Regiae. Paris, 1744 fol. Pare IIL T. IV. n? 7378 A. 

(2) Ceci se trouve sur le Cataiogue raisonné det Mss. , eonservéi doni la Bibl, de la ville et 
républ. de Genève, par J. Senebier. Genève 17^9. 8!, à la page 207 sous le n? 80. 

(3) Celui-ci se trouve Gomme codex 947» i. II , parmi les codices Mss. Bibliothecae regni Tau- 
rinensis Alhenaei, Taurini, 1749 fol., T. II, p. 292. 
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Un des manusciiu semble étre de la deoxihne partie du 13* si^le; le se* 
oood, da commencement da 14' siede, et le irotsi^e parait ao pea postériear 
aa Secood; il m*est cependant doateax si ce troisième soit Terìtablemeat la lettre 
de PEtECtiNiis, paÌ8qa*il ne contient aucan titre, commence avec d*aatres mots 
qae la lettre de PEtcctiROS, et qu a la marge est ecrit d* ane main postérìenre- 
« R. Bakon de natura magnetis, qaidam attrìbuunt Petro Peebgriro sive de Ma- 
ji rìcartia. » Aacan des trois mss. n'est termine' par « f^ale^ actum, » tic.; et 
pour ce qai regarde les 5* de dénation , le professeur Ricado dit , qu a caase 
de la grande difficolte a entendre le texte écrit en caractères très-antiques et 
avec beaacoup d*abreyiatioas, il ne Ta pas In entièrement, mais qa*il peat dire 
sealement qu'il a fait ses recherches sans succ^. 

Poar ce qai regarde le manuscrit de Dnblin, le professeur Rigaod me promet, 
apr^ Tàvoir ùàt examiner par un ami, àes conununications, si cet examen aurait 
fait troaver quelque chose d'intéressant: comme je n'ai re^u ancune communi- 
cation, il me parait que les deux indications ne 8*j trouvent pas. 

Quant au manoscrit k Paris, M. Litai , membre de l' Institut de France , 
m*a promis de le coUationner; tant que le résultat de cette collation ne m'est 
paryenue, je u'en puis rien dire. 

Dans le Catalogue raisonné de Seneiibr le contenu du manuscrit de Ge- 
nève est donne amplement, et marque exactement tout ce que le ms. contient 
d'intéressant. Peut-étre il n'aurait pas fait mention de la date^ mais il est im- 
possible qu*il eùt passe en silence les 5? de déviation. 

Enfin le ms. de Turin, cVst probablement celui après lequel la lettre de 
Peregrinus a été publiee par Gasserus^ puisqu*il est décrìt ainsi dans le cata- 
logue : «r Chartaceus, constat foliis 35 saeculi XVI in quo Petri Peregrini Ma- 
» rlcurtensis de magnete seu rota perpetui motus libellus, Divi Ferdinandi Ro- 
j> manorum Imperatorìs auspicio per Achillem P. Gasserum promulgatus. In fine 
» sunt panca Gasseri carmina cum elencho veterum scriptorum de magnete ». 
Ce manuscrit probablement contient donc aussi peu que les autres les passages 
cherchéfr. 

Il est donc probable qu aussi bien la date, que le passage, où il est parie 
de la déviation de l'aiguilie, ne se trouvent dans aucun des manuscrits de Petrus 
Peregrinus. Que devons-nous conclure de cela ? Pour ce qui regarde la date je 
suis en doute, mais pour ce qui regarde les 5* de déviation, je crois avoir le 
droit de conclure, qu'ils ont éXé inséres dans le ms. par un copiste postérìeur 
après que la d^viation était devenue une propóste connue. Je suis encore amene 
a cette conclusion en comparant les lignes, où il est parie de la déviation avec 
le reste du texte de la lettre. Car il parait qu'il j a de la contradiction entre 
ces deux parties. 

1? rinstrument est décrit dans le texte comme ayant un bord divisa en 36O 
degrés; dans ces lignes il est dit que la partie meridionale du bord a* a poirit 
de divisìons; et 

2? et ceci est bien le principal : dans le texte méme au chap. 7 du pre- 
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mier volume il est dit positìvement dans les mote que j'ai rapportes, page S74 (i), 
que l*on volt a chaque lieu du globe laiguille aimaatée se diriger selon le me- 
ridien de ce lieu , et conséquemment selon les véritables septentrion et midi. 
Commeut Peregrinus put-il dire cela si positivement^ si par beaucoup d'e'ssais , 
multis experkntìiSy il avait appris a coanaitre une déviation de 5^ du yentable 
septentrion ? 

3? Enfin il est bien digne d'étre mentionne' que suivant l'opinion du prò- 
fesseur Barlow a Woplwich, qui, comme on sait , s* est occupe' tout-exprès da 
magnetisme terrestre, et que j ai consulte sur ce sujet, une déviation orientale 
de 5" dans quelque partie de l'Europe, au 13' siècle est tout-a-fait en contradi- 
ction avec tonte loi de variation dans la deViation de Y aìguille aimantee. S'il 
y avait des faite a opposer k ce sentiment fonde sur des bases théoriques, je 
n'y ajouterais pas une grande importance; mais il pére en le balan^ant con tre 
un manuscrit en contradiction avec soi-méme.. 

De tout e? qui précède j'ose condure que le nom à* jédsigerius doit étre ef- 
face' dans l'histoire de la physique ; que Petrus Peregrinus ne connaissait pas la 
déviation de l'aiguiUe aimantee, et que , pour autant que nos informations le per- 
mettent , nous n avons point de fond pour attribuer au 13* siècle la découverte 
de cette proprietà si intéressante. 

La prétention de Petrus Peregrinus s'étant démentie, nous avons a rech^r- 
cher le -premier obscrvateur poètérieur de la déviation de Taiguill'e. Les auteurs 
qui ont trai té ce sujet font mention de trois horames dignes de remarque: le 
vénitien Sébastien Gabot ou Chabot, premier pilote d'Angleterre, sous le règne 
de Henri VII et de Henri Vili , le Frangais Grignon, pilote a Dieppe, environ 
r an 1530 , et le Génois Christophe Colomb , le célèbre découvreur du nouveau 
.monde: et je croia que pour chacun qui n'est pas compatriote d'un de ces hom- 
mes, après avoir considéré les fondéments sur lesquels la prétention de chacun 
d'eux est basée, il ne sera pas difficile a condure à qui d' entr'eux appartient 
l'honneur de la première décou verte. 

GiLBERTus dans son ouvrage de Magnete, publié en imo, dit a la page 4, que 
Sébastien Cabot a remarque et o^servé le premier la déviation. Il est notoire 
que Cabot a commencé ses longs voyi^es l'an 1497; il publìa son ouvrage, où 
il est parie de la déviation l'an 1549 (s). 

Le titre de droit de Crignon ne repose que sur un manuscrit de sa main, 
dédié l'an 1534 a Sébastien Chabot, et dans lequel (est fait mention de la dévia- 
tion de l'aiguille; la simple mention d'un phénomène, observé déja plutòt^ ne 
donne cependant aucun droit au nom de découvreur. Ce manuscrit était dans 
la possession du géographe connu Délisle. 

(\) Page 6 de cette traduction-ci. (note du traducteur). 

(2) Ainsi selitdans Navarrete, Relation des quatre voyages, entrepris par Christophe Colombe, 
tom. I. Dans la Biographie Univertelle tom. IT. in voce Chabot, il est dit, qu'en vain on a cherché 
dans le voi. II. de la collection des itinéraires de Ramusius (publié^ 1563—1566 en 3 toH in fol.) le 
récit de voyage de Chabot et qu'onadonté de l'exìstence du Iivre intitulé: v Sebastiano Cabota, Navi- 
» gatione nelle parte settentrionali, Venetia 1583 » , mentionne dans le Catal. Bibl. Bodley. Oxford 
1674 fol. pag. 122. 
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Bien plus d^finìs sont les droits sur lesquels ont attribue cette décourerte 
k CoLOMB. Aussi bien des Voja^es de Christophe Colohb par M. AVashington 
Irting (i) que du rdcit des yoyages de Colohb de Navarrete (s) il est ^vident 
que Colomb a sa première expi^cUtion se trouya le soir du 13 septembre 1492 a 
soo lieues Ouest de Tlle de Ferro (3)^ lorsqu'il observa pour la première fois que 
l'aiguille aimant^e au lieu de se diriger vers Fastre polaire du Nord^ de'via k 
peu près une demi-pointe de compas, ou 5^ a 6^ vers le Nord-Ouest: le matin 
suivant la différence ^tait encore plus grande : frappé de cette particularité, il 
observa le phénomène pendant trois jours , et remarqua que la deviation au- 
gmenta k mesure qu'il s'avangait veis le Ouest. 

Ce pheuomène ne resta pas lòngtemps cache aux pilotes et les remplit de 
terreur. Craignant depuis lòngtemps que ces mémes yents constants qui leur 
étaient propices au départ , ne leur rendraient impossible le retour dans leur 
patrie, leur cramte s' accrut encore en observant que leur seni guide dans les 
temps coùverts et dans les urages les abandonea. 

Il réussit pourtant k Coloiib de leur rendre la tranquilliti, en disant que 
l'aiguille ne se dirigeait point vers le'toile polaire mobile^ mais vers un point 
stable. 

On voit que les indications de temps, de lieu et de circonstances parlent 
fortement en faveui de Colomb. Puisqu'en tous cas Cabot n'a pu faire cette ob^ 
servation que bien posterieurement, et que d' autres compétiteurs plus anciens 
que Colomb (excepte' notre Petrus Peregrinus, dont les titres sont rejétés comme 
n ayant de valeur) ne sont nommés, Thonneur de la première découyérte reste 
k Colomb. 

En considerant la communication lente des découvertes dans ces temps-lk, 
il est pourtant bien probable, que dans les expéditions entreprises après lui pt)ur 
div.erses contrées, cette méme obseryation ait été faite par plusìeurs voyageurs, 
sans que ceux-ci scussent que le phénomène avait été observé par d*autres ayant 
eux, et je n'ai aucun fond pour croire p. e. que Cabot 5 ans après avait con- 
naissance aux particularités du voyage de Colomb. Combien lentement la con— 
naissance de la deviation de l'aiguille aimantée se repandit, est prouvé par ce 
que Navarrete raconte que Fedro de Medina, dans son Arte de navigare, publie' 
pour la première fois Tan i54S, nie encore cette deviation; cependani l'an 1556 
elle^ est acceptée par Martin Cortez comme une chose prouvée; et peu de temps 
après les écrivains ont déjk rassemblé une suite d'observations sur divers points 
de la terre au profit de la navigation; panni lesquels, selon le témoignage de 
Gilbertus, nos x;ompatriotes Petrus Plancius et Simon Stevin doivent étre placés 
au premier rang. 

(I) Trad. de l'anglais par C A, de Faucorpret, fila. Paris 18S8. tom. 1. p. ICS. 

(S) Rélatiom det qtuUre voyaget, entrepris par €HRiSTt Colomb, par M. F. de Navarrete; trad. 
de TEspagnoI. Paris 18S8. 3 toK in 8.* 

(3) Ceci s'accorde, selon la carte itìnéraire de Colomb dans l'ouvrage de Washingtoic Uvutg 
à environ 28* de lat. septent. et de S9* de longitude de Greenwich* 
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SULLA QUADRATURA 

DI 

ALCUNE SIlPERFICIi RISULTANTI DALLA INTERSEZIONE 

ira (oa&asiifitta 

MOTJl 

DELL'INGEGNERE FILIPPO LANCUNL 



[ ciliiuln, che s'intersecano in varii modi fra loro, danno luogo a mollissinne 
volle, che occorrono frequenlemenle nelFArchitetlura. Il conoscerne la superficie di 
queste volte è sempre un vantaggio, e talora una ne);essità. In questi termini però 
la quistione è soverchiamente generale, e le ricerche geometriche che s'intrapren- 
dessero con questo programma sarebbero indefinite. Restringendo pertanto il campo 
delle presenti ricerche in più angusti confini ci occuperemo della misura delle vòlte 
che chiamano a crociera ed a schifo. Ad altra occasione riserberemo il render conto 
di ulteriori ricerche su questo argomento. 

Intanto notiamo che per dare al problema tutta la generalità, di cui è suscet- 
tivo, considereremo cilindri a direttrici ellittiche colle generatrici inclinate. E questa 
ipotesi abbraccia i casi anche meno comuni della pratica. 

I. Sieno dunque due cilindri a base ellittica posti in modo che le projezioni 
de* loro assi cadano una sull'asse OX, 1* altra sull'asse OY. L'equazione della di* 
rellrice parallela al piano ZOY sarà 

ti* z* 

? — I =1, x^= a 

h^ e* 

come r equazione della direttrice parallela al piano ZOX sarà 

Gli assi di questi due cilindri s'incontrino nello stesso punto 0' sulla OZ: affinchè 
le generatrici che passano pei ptinti C ed E s'incontrino nello slesso punto M 
Tom. VII. N. 4. 22 
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(condizione necessaria al problema che consideriamo) dovrà aversi 

AC = MCV^DE , ovvero e = e,. 
Poslo dunque 

AO:==BD = a, AB=.D0==6, 00= MO - MC 

e chiamate s, e x^ le ordinale delle relle AO', DO' 



^h 




avremo 



a^h : : a — x i %, 



-(a — »), b:ht:b — y:%^^^(b — y) 



ed essendo 1* equazioni della generatrice del 1® cilindro 

h 



« = - (a — «) -h 13 
o 



e quelle del 2"" 

« = «« , « = j (^ — y) -H P, 

r equazioni dei cilindri diventeranno, com* è noto , 






1 H -a = * 



?+ — ? — ' 



PURA ED APPLICATA. 



.»(»-») *5,/.-^r5. 



1*) 



Ciò posio si lagli prìma il cilindro (A;), e poi il cilindro (1^) eoa un pisoo ver- 
ticale che passi per la rella OB: l' eqsaiione di quesla relU sarà 



^,^?irF=«,j_„i|/p:r-,. (t-. 



«d iotrodncendo nella {k) e (A:*) il valore dì x e di y dedotlo da questa equaaione avremo 

L' equazioni (if) appariengono alle due projezioni della sezione del cilindro (k) ani 
piani ZOX, ZOY, e sono perfetlaniente uguali alle due projenooi sugli sleali piani 
(Iella selione falla nel cilindro (Jf). Dunque le due seiioni dei cilindri sono per- 
(eltanienle uguali, e li riducoDO alta loro comune iniersezione , che ai projetla gal 
piano XOY neUa rella OB 

II. Cerchisi ora la ponione di superficie del cilindro montarne o rampante a 
base elliliìca ABCDE 
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eh* è limilaU dalli geoeralriee I^N pnjelUalesi io dn-, dalla seaione CVE' paral- 
lela alla base del eilindro che si prqjeUa in if e; e dalla inlerseiioiie de* doe eilindrì EV 
che si prqjelta in e». Ritenoli per a, ò, e, ^ i precedenti valori pongasi 

cO = P, ii'0=p, cV = 0, ed=q 
e nella formnia generale 

sosUloiscansi per le due derivale i valori traili dalla equazione (i), e cioè 

ds & dz e y 

di i* df '^"^i^^" y« 



^>.fe\/M^^;^5"^ 



a 
Otoervimo cbe 

espriae il valore del semiasse minore della ellissi che si oUerfebbe tagliando il ci- 
lindfo con on piano passante per la AB» e perpendicolare alle generatrici, 

IHmfisi 






ciò importa cbe 



Qaanto ai limiti degli int^raK essi sono 



e pereto 



s.!" 
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Facciasi y = h sen ^ 

quando J^ = Q , 

Q Q 

sen ^,=:-- , ^,= arc8en-r- 

quando y =- q 

sen <Pa=r > ?a= «fc sen^ 

e perciò falle le debile sosliluzioni avremo 

S = b V^o'4- W — ^^) {'«J? V^l— m»8en»9^ òV'a*-*- h' | 'sen (pd«j» V^l-m«sen*(p 
La parie inlegrale del primo lermine colie nolazioni di Legendre si esprime per 
I d(p V' 1 — m* sen* 9=1 d(p ^ 1 — m* sen'<j> — I d<f V^l — m' sen"(p 

/?a i/o »yo 

= E (m,<j>,) — E (m,<j>a) 

E (m,f ,) ed E (m,(p,) sono funzioni ellilliclie di 2' specie di modulo m<C.Ì e di 
ampiezza <^i e (p,. 

La parie inlegrale del secondo lermine si olliene cosi. Facciasi 

1— m» 
cos<p=/, e _-^=n' 

e sieno ^, e ^^ i limili dell' inlegrale corrispondenli a 9, e 9, avremo 

I sen (pd(p V'i — m' sen*<p s= m j dt V^n'-h £* 



= - 1 cos 9aV^l — m' scn*9a — cosip, ^ 1 — m* sen* 9, 

^m cos^i-hyT 
^m cos ^2 



1 — m' / m cos y, -h V^i — m* sen'y A \ 
wt \m cos Qa + V^^ — w* aen^ffj / 



Ma 



sen <p, == -^ , cos 9, = g , sen 9,= ^ , cos y,= ^ 



,a 



e ne 



sosi 
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perciò 

1 — m' / m v/?=ry + v^t>_ m*(f \\ 

per cui la sttperficie cercala sarà 

S = b v/?TT(^=^) (e (m,,.) — E {m,Tj) 

2 \ P 

ayr * " "*' lo» / " V^"^^' + <^^'- "»'Q'\ \ »., 

^^, Neil' altro cilindro la cui direltrice ha per lemiani a e e si olUene una afta 

analoga per l'area che si projellerebbe in enr, cambiando a in à* A ina. Pi 
Q in P, eie. mentre 

"' ciocché esige che si abbia 

p tantoché si avrebbe 

S.= a \^q:p (^:p) (e (m. . *.) - E (m. , +.)) 
e 

^ 2 V 7 ^ 

e risultando T intera vòlta montante « che qui consideriamo , dilia iiilcritril 
quattro cilindri , uguali due a due fra loro perciò la superficie cercata lan i i 
druplo delle (k") e [ÌC) e potrà per brevità esprimersi cosi 



2 = 4 (S4- S.) ,„ 
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HI. La forinola (1) abbraccia due classi di voile a crociera, e cioè quella a gè- 
\: nerairici montanU e quelle a generafrici orizzontali. Ciascuna classe poi contiene 
T quattro categorie di Vòlte» e cioè; 

(a)^le volle a direttrici sceme alle imposte a alla chiave che chiameremo in- 
complete ; 

(b) quelle a direttrici sceme alla chiave , che chiameremo ogivali , perchè con- 
tengono realmente le vòlte cosi chiamate; 

(e) quelle a direttrici sceme alle imposte soltanto , che chiameremo appunto 
sceme; 

(d) quelle a direttrici intere che precisamente perciò chiameremo complete. 
(a) Posto ciò, sono a vedersi le diverse modificazioni che riceve nei casi accen- 
nati la formula (1) cominciando dalle vòlte montanti incomplete. 
1? Sia a = b , e cioè una vòlta a pianta quadrata, avremo 

m^m,, P = ^, P = g. ?.= 'J'i» ?» = '}'. 
f perciò 

2.= 8 /Th^F (P — p) (e (m, (p.) — E (m, 9.)) 



2? Se una 'direttrice è circolare per cui p. e b = c avremo 



in questo caso per brevità la formula (1) potrà scriversi cosi 



2.= 4 (S^-^ Sj^Y (3) 



3? Se a = b=^ e (direttrici circolari, pianta quadrata) avremo 
m*= mj =^-— , (p,= 4,, , ^,= «J;, , ec. ec. 
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e chiamato r il raggio M circolo delle direUrici sari 



^3= 8 ^ r'-h h* (P— p)(e K^ J — E (im^.)J 

1 — m' ^^ / m V r^— P'-f- V r' — m'P'\ \ 
m *^*\m /r* — p'H- V^ r'—my ) ) 

(b) Passando ora dalie volle incomplele alle vòlte ogivali avremo 

rd(p V' 1 — m* sen*<p = E (m) . . j 'd^f •! — mf scn'O* = E (m J 
dove E (m) ed E (m J sono fanzioni ellittiche complete di 2' specie, e perciò 

S„ = 6 •JTF (^V^) (e (m) — E {m,^À 

S^ = o V b'+ h' (^^) (e (m.)— E (m. , i,)) 

2 V «• m. "Vn.Vo*— p»+ Va'— my// 

e perciò 

1! Sia a = 6 per cui m = m, , /> = g, (p,== ^^ sarà 

25= 8 \/a*-hh* (a - p) (e (m) — E (m,^,)) 

— 4 a Va'H- fc» I ^-— , ^- log! . 7-; — ) |(b) 
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2? Se ò =s e, rilenuli i valori di m ed m^ di cui sopra ((a). 2) scriveremo com- 
endialamenle 



2.= *(8^ + Si^) C) 



3! Se a=b => eB=r, r essendo il raggio delle direttrici, sari come sopra 

h* 



e perciò 

2,= 8 Vr*+h' (r — p) (e (m) — E {m,fj\ 

(e) Dalle vòlte ogivali passando alle vòlte sceme abbiamo 

p«0, g=»0, (^3=0, 4/,= , E (m,9,) c= , E(m. ,+,)=0 
e perciò 

S^ = ÒV^a'+fc'?.E(wi,9.) 

a 

2 \ ò* m \ ò (1 -4- wi) / / 

S^ = a •*'+T?E (m. , +.) 



-«-2-i ? sr'°n — ^(TTiio — )j 

e perciò 

2 «4(8 -l-S. ì (9) 

1? Posto 

per cui 

P«,Q^ m=:^m^^ 9i=+i 

Tom. vii. N. 4. ^^ 
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«ni 



2,- 8 Va' + h' .P . E Kt.) 






(10) 



2t P<Mto p. e. & c= e e ranuneotati i precedenti valori di imm, ((a) 2°) potremo 
Krivere la (9) cori 

y. Posto a ^ 6 <=3 e sB r per eoi 

»»=»»»•» ?« = ^f 

(ari 

S„= 8 Vf'+fc'. P. E (m,(p.) 

_4rV^?7?(^ -^ ^log( jj.^-^^ )). 

(d) Nelle vòlte complete abbiamo 



e perciò 



e perciò 



IT t ' ■■* r\ w 



S_= b V^a*-f-fc' E (m) 



b^VTh 



h'—^^s/m) 



Si^= a \f¥+V . E (m.) 



(18) 



_.aV^*;^(l_lzJ!LJ,ogx/lzij;^) 

2"^YS^4.S^\ (13) 
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h* 
1? Se a = ò 9 m ==» !»,:= — e perciò 

2.3-= 8a VTn? E (m) 
-4a,^'^(l-L^.ogyqZ^) (14, 

2? Se £>s=sc Valgono per m ed nig i precedenti valori ((a) 2®) e perciò 

3? Se a =ib = e =srj rammentalo che 



tu S=» fll| 



Sarà 

2,5= 8r V^r"-+. ^» E (m) 



IV. Da queste vòlte montanti è facilissimo il passaggio alle vòlte a direttrici 
orizzontali per le quali 

fc = 

e perciò le precedenti formale (1) (16) si modiOcano come qai appresso 

(a) Crociere incomplete. La formula (1) in cui 



e* . . e* 



m*= 1 — Ti » mj = 1 3 dove e < ò , c^a 

a 

diventa 

S = ò (P - p) (E (m,9,) — E (m,9,) ) 

_ 06 /•^^•y-mV — y/^^V^Ò'^w^ I-m* / m V^S^g-h 1^6'- m'y x \ 

S.== a (Q — g) (E (m.,^;.) -E (m.,^;.) ) 
o6/ \/à^V^a^y-V^à^V^o'--m?P' 1 -mf , Im.y/cTP^ ^aTti^^ \ 

e perciò 

e=4(S-hS,) (17) 

1? Se a =» ò allora 



IM àSSAU H MàTEMàTlCà 

K Se »=-c Jlara 






— «(Vl^—f»— •*•—(?) 

e.= 4 (Sw-^ S.» (19) 

e pera» 

e,= 8r rP — f)(are MB «e m^j 

— 8r (^?=?- V?^^ (SO) 

(k; CnoB* ì^mK. Dal fnetàeMe S" (in tkt) lUiaa» 

^= »(«-,) (e (•) — B K?j) 
S^=«(»— f)(K(«.ì— K(^.*.)) 



^=*(s^-*-S:l.) <•*) 
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1? Se a » & , si ha allresi» come sopra 

e perciò 

©5== Sa (a — p) (e (m) — E {mf^:,)\ 

2? Se ò = e , per esempio 

m =s , E (m) = - > E (m, 9a) «= arcsen| 

e perciò Sq^i«c= ^ (o — f) (o — are sen ^| 

poiché 






1-17 



9 
e perciò rimanendo inalterato Si avremo 

®6=»4(s -hS. ì (23) 

V Q»A^ Ita./ 

3? Se a = 6 = c = r avremo pure 

e quindi 

®7= 8r (r — p) ^~ are sen ? j 

_ 8r v/r"— p" (24) 

(e) Crociere Sceme, Dal precedente (III (e)) risulta che 

S^= bV. E (m, y J 

^Yy- p ;r-*"«V MTTiii) ;; 

ed 

S. =.aQ.E(m.,4;,) 



aò /a* — v^a» - F V^o*— mj P* 1 - m* /m,V?^-+- V^a*— mJF\ \ 
"■^V ? ' 7i^''^( a(l4-m,) ^ )) 
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e quindi per brevità 

e8=4(s^-h sj (25) 

1? Sia a =<s & per eoi P = Q , m=Mmt, f ,== i|f„ avremo 

©j=8oP.E(m,9,) 

- i.»/ «'~v^<^^' =^^ 1-»»' /mv/?ipi-n^; F3ì;^W> 

\ a m ^\ tt{ì-{-m) // 



2? Sia ò « e 9 iTremo come sopra 



DODCbé 



m=pO, E(iii,$,)= (''dip — 



Q 

arcsen -r 








e quindi 

S^=òParc»en^ — o(ò — V^6*-Q») 
e perciò 

®.o=4(^jr"^^;^) (27) 

3! Sia o = ò = e = r per cui 

P 

IH er m,= , E (m, 9,) =» E (m, <(/,) « are sen - 

p 

avremo 6,,= 8Pr are sen 8r (r— v'r*— F) (28) 

r 

(d) Crociere complete. Abbiamo come al (III (d)) 

e perciò 

S^w,= a*.E(m) 



K-^-^v/i^ 



ed 

S. =0 a&. E (mO 



^J(i«±Zl!!ìIiogt/JL=i!?^) 
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e perciò 

e„=4fs -t-S. ) (29) 

V. Posto a » ò 

©,3= 8o* E (m) 

2? Posto 6 = c si ha 

.0. E„_|. l^^y'jEI.» — . 



m 
e perciò 



2 



e quindi 



_ 2tó (3 - L^ log v/f=^) (31) 

3? Posto Onalmente 

a=ih'^ e =»r t per cai m, = 
sarà 

t — m* . /l — m, 

-;;^'°«Vr+i;: — * 

e perciò 

^ Sr' (32) 

V. Quanto alle vòlte a schifo cerchiamo anzi tutto qual'è il valore di quella 
porzione di superficie cilindrica che si projetta in n, r, e (II). Sia ( questa superfi- 
cie: è certo che essa sarà uguale ali* intera superficie del cilindro che si projetta in 
fMl'er, meno la parte ND'E che si projetta in nd'e» e ch'è precisamente la crociera. 
Avremo dunque dalla formula generale del II 

' I "* I T7fs= . 
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ossia 

dal che si deduce 

Val quanto dire che la porzione di superOcie cilindrica che si projelta in wre è pre- 
cisamente uguale alla parte algebrica delle espressioni (1) ... (16) ch*é stata sempre 
nettamente distinta dalla parte trascendente. In pratica non può darsi il caso di 
usare tali espressioni. Uno zàdfo intero montante ripugna; mezzo può convenire in 
qualche caso. 

Ma quando le crociere sono orizzontali ossia 

allora gli nddfi sono in genere espressi da 



'^i^,<^^^ 



e il loro uso è frequentissimo nella pratica. I vari valori che prende la formolà {JT) 
sono tutti particolareggiati nella parte algebrica delle precedenti formule (17)... (32); 
né mette il conto dì qui ripeterli colla sola differenza del segno. 

Ravenna 31 Marzo 1866. 
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RISOLUZIONE DEL PROBLEMA : 

RIPORTARE I PUNTI DI UNA SUPERFIQE SOPRA UN PIANO 

IN MODO CHE LE LINEE GEODETICHE 

VENGANO RAPPRESENTATE DA LINEE RETTE 

DEL PROF. E. BELTRAMI« 



I. 

Nella maggior parte delle ricerche che sono siale fin qui isliluile dai geomelri 
intorno alla teoria delle carte geografiche, si sono prese le mosse o dal principio 
della conservazione degli angoli (cioè della similitudine fra le figure infinitesime), 
o da quello della conservazione dei rapporti d' area. 

Benché questi due principii sieno da riguardarsi come i più semplici ed i più 
importanti, può darsi tuttavia il caso che se ne debba prescindere, per adottarne 
qualche altro più rispondente al fine speciale della carta che si vuol costruire. 

Cosi, se la carta dovesse principalmente servire alla misura delle distanze, con- 
verrebbe escludere quelle projezioni per le quali le curve di minima disianza sulla 
superficie terrestre venissero ad essere rappresentate da lince troppo sensibilmente 
diverse dalla retta. Fra quelle considerata^ fin qui, la sola projezione centrale nella 
sfer» ha la proprietà 'di trasformare in linee rette le curve summenzionate; e Lagrange 
riguarda a ragione questa proprietà come un pregio speciale di essa (*)• 

Siccome, fra le proprietà di cui può essere dotata una carta, quella di pre- 
starsi alla facile misura delle distanze non è certamente la meno utile, cosi io aveva 
pensato che la risoluzione generale del problema formulato nel titolo di questo scritto 
potrebbe essere di qualche giovamento. Oltre la sua applicazione alla teoria delle 
carte geografiche, essa mi sembrava promettere un nuovo metodo di calcolo geode- 
tico, nel quale tutte le quistioni relative a triangoli formati da linc^ geodetiche 
sopra una superficie sarebbero ridotte a semplici quistioni di trigonometria piana. 



(*) Nelle Memorie di Berlino per TaoDO 1779. 
Tom. VII. W. 4. 24 
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Ma r ìnyetUgazìoiie da me istUaita in proponto mi ha condotto a riconoacere 
che il detto problema noo ammette ona riaolozioiie generale, e che fl caio della 
proiezione centrale nella sfera è sostanzialmente il solo nel qnak sia realizzabile b 
condizione prescritta. 

La singolarità di questo risultato mi sembrò atta a giostificare la pobUicazioBe 
delle mie ricerebe sa questo soggetto, quantunque ne risulti dimostrata V impossibi* 
lità di raggiungere pienamente lo scopo pel quale esse Tennero iniziate. 

n. 

Sieno x,|f le coordinate rettilinee dei punti del piano, non importa se rettan- 
golari od oblique; X, T le coordinate curvilinee dei punti corrispondenti della su- 
perficie. Sopposto' cbe sia possibile soddisfare alle condizioni del problema , le jb, y 
saranno legate alle X, T da due relazioni 

«««(X,Y), ^«r(X,Y), 

la natura delle quali dorrà esser tale cbe ad una retta qualunque del piano 

corrisponda sulla superficie una linea geodetica. Ora l' equazione in coordinate eur- 
▼ilinee della cunra corrispondente a questa retta è eridentemente 

att (X, Y) -f- *i> (X, Y) -t- = ; 

bisognerà dunque cbe quest' equazione rappresenti una linea geodetica, ovvero' cbe, 
riguardando le a, ò, e come costanti arbitrarie, òsa rappresenti V integrale comipleto 
dell'equazione delle linee geodetiche. 

Ma nulla impedisce di riguardare come coordinate curvOinee della superficie l6 
stesse funzioni ti (X, Y) , « (X, Y) , anziché le X,Y. Quindi è chiaro cbe il nostro 
problema si riduce a trovare come e quando sia possibile integrare Fequazione delle 
lìnee geodetiche per mezzo della relazione lineare- 

au*^bv -hc= 0, 

o, ciò cbe toma allo stesso, come e quando Fequazione differenziale delle linee geo- 
detiche sia riducibile alla forma 

(i) dtfd'v- dvd'«»0. 
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Trovate le superficie e le variabili per le quali ciò abbia luogo, basterà porre 

od anche 

X ss ati H- ^ + e , y-= du -hb^v -f- e*, 

od anche più in generale 

a« -4- ftv -I- e o'tt H- b'v -+- e' 

Queste ultime forinole corrispondono ad una trasformazione omografica della figura 
rappresentau dalle formolo x « « , y s= v. 



ni. 

Per trovare le condizioni sotto le quali Tequazione differenziale delle linee geo- 
detiche é riducibile alla forma (1), rammentiamo che, rappresentando al solito con 

ds'e» Edtt*-f- 2Fdttdo -4- Gév* 

il quadrato dell' elemento lineare della superficie, la suddetta equazione differenziale 
è la seguente: 

= (EG — F') (dadH>— dvdV 

-(Fd. + Gd,)|(|-|'Ì.)d,^-H'^d«d«+||d««| (•). 
Dovendosi annullare i coefficienti di dti', duMv, dudo*, dv' si avranno queste quat- 



(*) Veggari per ei. Tartieolo XXI delle mie Meerehe di AnaliH appUcaia alia GmmiMa Bel Gior- 
Btk di Napoli, tom. III. 
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Irò condizioni: 

' \»« * 8» / * Jtt 



<s 



(3) 



(4) 



Stt \su " av / av * aa 



(5) G-('?l^-é?^)-lF?^=.0. 



Il nostro problema dipende adunque dalla integrazione simultanea di queste 
equazioni, e poiché il loro numero è maggiore di quello delle funzioni da determi- 
nare, si può già prevedere l'impossibilità di risolverlo generalmente. 

IV. 

La (2) e la (5) si possono mettere sotto la forma 

e quindi esprimono che ì due binomii 

Edtt + ¥iv Fdtt -h Gdv 



(6) 



V/È ' )/n 



devono essere differenziali esatti a due variabili. 

£ bene osservare che queste due equazioni non impongono alla superficie ve- 
runa condizione speciale. Infatti, annullandosi per esse i coefficienti di du^ e dv^ 
nell'equazione differenziale delle linee geodetiche, l' equazione stessa è soddisfatta 
tanto per du e= Q , quanto per dv «s , il che significa semplicemente che le linee 
coordinate u = cost., vs»cosl. devono essere geodetiche. Ciò si deduce anche dalle 
note espressioni delle curvature geodetiche relative alle linee tt«cost., vecost., le quali 
sono annullate dalle (2) (5) (come si può vedere nelle citate Ricerche f eq. (60) ). 
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V. 

Consideriamo ora le (4) (5). Eliminando — fra la (2) e la (3), e — fra la (5) 

e la (4), si ollengono le due equazioni: 

„3G ,^3E ^„3F 3F*»E ^ 
E ìG 2F H^;^ — =0, 

3» * av 3V 2G 3V 

che hanno il vantaggio di contenere le derivale relative ad una sola variabile. 
L' eliminazione effettuala è sempre possibile. Infatti quand' anche, per una de- 

terminata scella delle variabili, le due derivale — * — fossero nulle, cesserebbero d*e8- 

sene tali surrogando alle u, v le nuove variabili au-h bv -h e, a'u + &'t;+ e', sur- 
rogazione che non altera punto le condizioni del problema. 

Si può verificare facilmente che le due precedenti equazioni sono riducibili aUa 
forma 

^ /EG - F'\ _ 3 / EG — F' \ 

3tt \ Ev^È / ' av V G/G / ' 

laonde se indichiamo con U, V due funzioni da determinarsi, la prima della sola u^, 
la seconda della sola v, possiamo porre 

(7) EG-F- EG-^r 

Bisogna ora vedere se sia possibile determinare le U» Y in modo che ì due hi- 
nomii (6) diventino differenziali esalti. 

VL 

Introducendo una funzione incognita di u e di t^, che diremo X, possiamo sod- 
disfare alle (7) ponendo 

(») v^È = XU, F = VUV, v^G^XV, 

dove si è fatto per brevità 

(f) ^ = v^X(X — UV). 
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I due binomii (6) dÌTerranno 

XUd» + ftVdv , fiVéu -«- X\dv 
più sempliceinente 

ponendo 

(10) dtt,= Ud» , év,t=. Ydv , 

ed immaginando aoatitnile le «i » v, alle u^v tanto nelle foniioni X» ft quanto 
neUe U, Y. 

Le condizioni per rinte(pid>ilità dei due ultimi binomii sono 



Se ne dednce 



e quindi integrando 






Lli±iÌ_L<i±±L « 

*±IZJ± + ÌÈIZÉ ^ 0, 



> - f* = 24» (u .— r.) , 



dove f»<p sono caratteristiche di fnnzioni arbitrarie. 
Ponendo finalmente 

(11) i»i-HVt = «, ». — ». — P 
si ha 

(12) X = ^(«)-f-*(P), H -?(«) — ♦(«. 

VII. 

Restano ora a determinare le f , 4^9 Uy Y in modo che risalii soddkiiilta la (f )» 
ossia la 

XUY = 3f-fi\ 

cioè» per le (12) » 

(?4-*)DV«V. 
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Per (al nopo poniamo 

(13) ,= i. *=i 

Ulohé la precedente equazione diventerà 

(14) *(a)-HY(P).-ji, 

donde 

log(« 4- 'F) «= log 4 - log U — log V. 

Ora U è funzione di tig ossia di - , Y è funzione di v^ ossia di - , 

quindi il secondo membro è della forma 

r(«H-«H-F(«-l3) 
epperò soddisfa all'equazione 

= 0, 



alla quale dere quindi soddisfare anche il primo membro. Si ottiene cosi 

(^-^-'^^d^^-y^'^^^^^dT- 
ossia 

(15, *__T5^»A(.)-B(P). 

ponendo 




d?" \d«j 



♦^-^ =A(.). 



Finalmente derivando la (15) due volle di seguito prima rispetto ad a, poi ri- 
spetto a fif si ba 

<") STdF^d^d?"'^- 

Se neasona delle quattro quantità che entrano in quest'equazione è nnlk, è 
chiaro che l'indipendenza delle variabili a e ^ richiede necessariamente che sia 

(»») d7="'"^Sr' dF" dF* 
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dove r è ana costante reale od immaginaria della forma r't, ma sempre differente 
da zero. 

Se invece qualcuna di quelle quantità è nulla si dovrà porre 

quando nessuna delle derivate prime è nulla; oppure 

(17") "¥ = cost. 

quando una delle derivale prime, per es. quella di ^ , è nulla. 

Se fossero costanti ambedue le funzioni $, U^, la superficie risulterebbe svilup- 
pabile. Noi non ci occuperemo punto di questo caso, per sé stesso evidente. 

VIII. 

G)nsideriamo dapprima le (17) dalle quali si deduce 

* («) = Ao4- A,c^«4- A^e-"*, 

donde 

A (et) =. r* { Ao(A,c^«-f- A,^«) + 4A.A, } , 

B (P) = r* } Bo (B.e'^^H- B.ir^^) 4- Ah fi, \ , 
valori che riducono l'equazione (15) alla seguente: 

'O = r* J (A. 4- Bo) (A,e^«4. A,e-^«— B.e^i»— B^e-^^) + 4 (A.A,- B.B,) }• 
Essendo r diverso da zero bisogna dunque porre 

A.-h Bo= , A,A3= B A , 
condizioni alle quali si può soddisfare cambiando le costanti e ponendo 

Ao== — B,= — 2fe, A,= A, A,c=Wk'A, 

B,= k'k , B3= kk , 

nel qual modo si avrà : 

!* = A (e^«-f- iWk'^-'«) — 2fc , 
W = X {k'é'^'h ke-^^) -h 2fe. 
Cosi tutte le condizioni imposte dal problema alle funzioni $, W sono soddisfatte. 
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IX. 

Bisogna ora determinare le U, V. 
Per tal uopo ossenriamo ehe si ha 

e riponendo le variabili «.t v. in luogo delle «, |3 mediante le (li) 

♦ 4- H^ = A (e^« -+- hr^^) (e^« H- ik'er^»). 

Confrontando quest'equazione colla (14) si vede doversi porre 



m (e^« 4- kiT^') • m' (e^« + k'tT^^) ' 

purché si faccia A &» mm'. 

Si avrà poscia, per le (13) , 

(20) 

1 

e Analmente dalle (8): 

(21) K=.(^4-*)'U*, F = (^«— ^•)UY, G=«(^-h+)*V\ 

V 

X. 

Prima di dedurre dai risultati precedenti la forma finale delle E, F, G espresse 
per tft, Vf osserviamo che dalle (21) si deduce: 

dj«« (f H- ^) \if (Udì* 4- Vd»)*4- * (Udtt — Vd»)* i , 

ossia, per le (10)» (11) 

(22) ds*« {<f -h +) (^«•-f- *dp*). 

Questo risultato e' insegna che le a, ^ sono coordinate isoterme della superficie, 
e che la forma dell'elemento lineare ad esse corrispondente è una di quelle che 
danno luogo ali* integrazione completa del problema delle linee geodetiche, come di- 
mostrarono i Sig. L100VU.LE e BaiosGBi. 

Tom. VII. N. 4. 25 
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Ma r equazione \22) è sascetlibile di una alleriore irasrormazione. Infalli il suo 
secondo membro può riguardarsi come il prodotto di due somme di quadrati e può 
quicdi, colla nota regola, esser messo S4)tto la forma di uM' somma di due quadrali, 
nel modo seguente: 

d«*= ((pd« zt 4/dp)'-h (ff^ (d« =p éfi) . 
Quindi se si pone 

(21) fda — ^é^ = di , 9d« 4- <|/dp =5 dt 

si hanno le due espressioni 

(22) d«*= dl*-f- V ^«I == ^^-+" Md^'J » 

le quali insegnano che le linee geodetiche «/= cost., Vi «= cost. hanno per trajet- 
lorié ortogonali le linee t = coat., r &= cost. rispettivamente. 

XI. 

Veniamo ora alla determinazione delle E, F, G, in funzione delle «, v. 
Dalle (10) si ha: 

quindi, viste le (19) , 

ommettendo per semplicità le costanti d' integrazione, che si possono riguardare come 
implicite in u, v. 

Dai valori precedenti si deduce 

2 v/fVnb? 



e^« -hktr^^ 



e^« 4- ke""'^ = 



m 
2 v/r^vV ifm" 



ni 



talché le espressioni di U, V in u, v, sono 



Inoltre ponendo 

W*« (r'wV fon*) (rV4- ik'm") 
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si lh)va facilmente 

. ,. -^ 2 (W + r*uv) 



k'^fi-¥- ktr-^^ 



mm 

2 (W - r'ttv) 



mm 

e quindi (20) 

1 _ 1 

^^ "" W + (r'uv — fc) ' ^*"'W-(r"iiv — fe)' 

Finalmente, cambiando km*, km^* in kj k\ ciò che è Jecilo ora che le costanti 
ky m non compajono più separate, e ponendo quindi 

(23) W= (rV-i- ik) (r»v'H- k) , 

si trovano i valori seguenti 

rV-4- it' 



E = 



(24) 



F= - 



G = 



r^uv — h 



[W«— (r'ut;-/i)7' 



[W— (r'iit; — fe)'] 



sia » 



1 



XII. 



Dalle cose dette alla fine dell* art. II. risulta che alle variabili u,v soddisfa- 
centi al problema possono «ssere surrogate altre variabili legate linearmente ad esse, 
senza che le coudizioni del problema vengano mutale. Poiché dunque le formde (24) 
danno una soluzione del problema, bisogna che in particolare ogni sostituzione della 



L.» 



forma u = au'-h bv\ v = a*u'-h tìv 

lasci inalterata la composizione di quelle formole. 
Verifichiamo questa proprietà. 
Rappresentando con 

ds'= E'dw^-h 2Pdii'dt;' H- G'd»" 
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la nuova espressione dell'elemento lineare, si ha 

E'« EaV 2Foo .+- Ga'^, 

F'=: Eoo -+- F (o^'h- a'b) 4- Ga'y, 

G'= E6*-+- 2F»'4. Cy*. 
Quindi ponendo per brevità 

(aV—a'b)' "" •• 

(ab' — a'by ^' 



si trova: 






^_ (oò' — a'ò)'(r'tiV— H) 
*-" [W-(rHi»— fc)']' ' 

r'- (aò^-aV(>^u''-4-K) 

Ma é nolo che si ba 

E'C— P*= (a*— aby (EG — F*) , 
quindi, ponendo 

W''= (r*tt'*H- K) (r*»'*-+- K') , 

si ha W - (rV— fc)* « {ah'— a'bf \ W*^ (rV»'^ H)* \ , 

epperò : 

— 1 r\W— H 



r= 



(oy— a*)'[W'— (r*i«'* -+- H)*]« 
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Ora egli è evidente che queste espressioni hanno la stessa forma delle (24) e 
ne differiscono soltanto in ciò che alle costanti r', A, k^ k si trovano sostituite le 

f*r*, f*H, fiK, f*K', dove ft « (oò'— a*)^. 
Dunque la proprietà in discorso è realmente verificata. 

XIII. 
Disponiamo delle costanti a, h, o', h* talmente da rendere 

ciò che è sempre possibile, ed in molti modi, quando non si escludano valori -im- 
maginarii di quei coefficienti. 

Osservando che in tal caso si ha 



SI trova 



W'»— (r«ttV- H)'« K (rV-+. r*»'*-+. K) , 
^, rV-HK 

— i^uW 



f?P(f^?+7vVKr 



Poniamo finalmente, per maggiore semplicità 
e teriviuno «, v in luogo di n*, v': avremo 

I D — R 'nf 
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XIV. 

Abbiamo per lai modo delerminata la forma dell* elemento lineare della super- 
Gcie, vale a dire individuala una classe di superficie, tulle applicabili V una sull'al- 
tra e tulle soddisfacenti al problema proposto 

Per formarsi un* idea della natura comune di tulle quesle superficie bisogna 
dunque fare appello alle proprielà assolute, prima delle quali è la misura della cur- 
vatura, dala dalla forraola: 

/òG Fs>E \ /ùE ^ bF FaE\ 1 



a j su Eav j d ( dv dm ' Edu. j | (*) 



R|Ra 2^EG— F* ( bu Vv^EG— -FV ^v \ v'eG — F 

ovvero, nel caso nostro, * vista la (d) , (iS) 



/àG ___FaE\ 
1 1 d ( Du E'òv 



R«R. 2 v/(EG - F» 311 V v^EG - FV 

Ponendo per un momento 



A*= M*-h v'-h a* 



SI trova 














dE 


=- 


2R*(A 


•-2tt*)t; 
A« 


dG 2 R* (A' 2t;*) u 

zu ~ A^ 


donde 








sG FsE 

du Edi; 


2a 9A 




V^EG F» 


v^-f a'BM. ' 


quindi 








1 1 


A^ d'A 1 



R.R, R'v'-ha'aM» R» 

Dunque le noslre superficie sono quelle di curvalura costante. In particolare, 
se R è quanlilà reale, le formole (25) competono a tulle le superficie applicabili 
sulla sfera di raggio R. 



(*) Veggasi per. es. l'art. XXIV delle citate mie Ricerche. 
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XV. 



E nolo che le espressioni finite in u, i; delle coordinate ordinarie X, Y, Z rela- 
tive alle superficie di curvatura costante non sono ancora state determinate in ge- 
nerale. Quelle relative alla superficie sferica tipo sono le seguenti : 

Ru 

X = «-+- 



t 



^u* -h v'h- a 



Rt; 
Ka 



donde eliminando u, v, si trac: 

(X - «)•+ (Y — p)'+ (Z — y)'= R', 

a, ^, 7 essendo costanti arbitrarie. Infatti le precedenti espressioni danno: 

dX"-+-dY»-HdZ«= 

R' \ (vV tt') dtf'— 2uvdudv 4- (11' -f- a') dv' | 

donde si deducono per E, F, G i valori precedenti. 

Le Uf V hanno un significato geometrico semplicissimo. 

Infatti trasportiamo il centro della sfera nel punto di coordinate X»0, ¥=0, Z«*-f a, 
talché si avrà 

Ru 



(26) / Y == 



Z = 



V^tt'-f- V* 4- a" 


Rv 


V^M*-f- v* -+- a* ' 


Ka 


^tt'H- vV a* 



- o. 



Il raggio paganie pel punto (X, Y, Z) é rappresentato dalle equazioni . 



SM ANNAU DI MATEMATICA 

ep p c r ò le eooriùale éel sao pvalo ^laeoiitffo eoi piaao XT Mao 



£ = .F^— . ^ 



•T 



per le 136) , 



D«Bi|«e le wiabOi «,9 bm mbo altro cIm le coortfÌMile rettaagole Mb pio- 
ceslnle ài qvelb sfen s«lb q«ale tatle le sostre ■■pcrficic aoao appiiea- 
Mi, e ^«csu profeikMe, iotifr colle soe trasforMiiioai ooMgnicke, foelil«iice 
r «Mco soluiow M pfobteM, alMeao Eaebè à co M Ì é erM w le r^oiiiiri (17) Mie 
^«alì rii^o portili. 

Ycdieao on cke OMke le eqnnoM (17') e (17") eooteooD aBe 
Mi per obbreriare il Viacom ci coolealereiio ik ^iaMalriff 
a aaycrficic H cnralora eoaUBle » sena p«alo riialirf aBe 
4i E, F, G per «, 9, cke ogonw poirà ficihifte oUeaere prareifio io 
a f elo cke a è osalo or ora, e cke à poaioao iguTaifo H rìii 

XVI. 




• ^ (15) 



«(A.-hiy(A,«-hA^— B^ — B^)««(A.-^^J(A.-^MJ — AI-hMJ, 



A.-hBw=0. a(A,+ Mj(A.— bj-a;-ij, 

^^CH ■HiHa raanoBe, n iena ocna pRceocaiCy ^va <uifuv 

4AJl.-.AJ = 4BwII.— IJ. 
B^3=0, « aTrebèe qmmiM 

♦ «A.H-A... ▼ = Bw:±:Aji 



(«7) «c^SA^, T = :±:«AP. 

io ina Uk (10) (111 s piiè aBe «,1» 
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Se invece A, e B. non sono noUi, si soddisfarà alle condizioni (rovalc ponendo 

♦ = A } {a^ay—c* } , Y= - A { (P - 6)*~ if \ , 
o più semplicemente 

{2Vì ♦ — A («'—e»). y = — A(P*— e'). 

i<>) Nel caso deUe formole (27) si ha dalle (13) 

^ "" 2A« ' '*'"'"• 2Ap 



fda =p <pd^ 



J_/d«_d0\ 

2aV p; 



Scrìvendo danqoe indifferenlemente I per t (ved. le eq. (21) ) si ha 

1 , a 
^=2A*^P 

donde u , sen hXt =» v, cos AAl. 

Quando si prende il segno superiore si ha 

« — H, (H- tghAi) , p «II, (1 — tghAt) , 

, /cos hAiV 

epperi 

d.'=di'+(2!l*S^'(di«g«.)*. 

Prendendo invece il segno inferiore ed esprimendo «y|3 per «, ti trova 



d^=d,-H.(!^y(dIogr.)V 



Ora, quando F demento lineare di una superficie ha la forma 

dti*-!- 6d«^, 
la misura della curvatura è espressa da 

Tov. VIL N. 4. SO 
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Dooqiie le dae forme preeedenli eooTengono entrambe ad una soperfieie di ennra- 
torà coslanle = — A*. Nella prima A dev* esaere reale, ma nella aeeonda può es- 
sere immaginario della forma t'A'. In questo secondo caso la saper6cie è applicabile 

salla sfera di raggio t^- 

A 

2^') AdotUndo le formole (27') si ba 



quindi 



'""A(«*-c»)' * "" a «5»- O 

2Ac ^aP-+-c»H-c(«4-P) • 



donde 



a = tt,H- v'tt 



2cti,cot hAct •+- e*, 
2cttKC0t hXct -f- c*9 



|3 == «.— ^mJ -f- 2cttKC0t ftAol -f- e*. 
Soslitoendo questi valori in f e <p si trova 

. , sen^'Acf 

*^ — A»?5r' 

e quindi scrivendo A in luogo di Ac, 



ds»« di* -h ( — j— j (d log u,)\ 



Questa forma dell'elemento lineare corrisponde di nuovo ad una superficie di 
curvatura costante =» — A*. 

XVII. 

Consideriamo finalmente la soluzione data dalla (17''). Essa rientra in quella che 
abbiamo dedotta dalla (17). Infatti chiamiamo 2h il valore costante di Y: sostitueo- 
dolo nella (15) troveremo 

(* 4- 2/i) ♦" («) — *' («)•= , 
donde 
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essendo A, r costanti arbitrarie. Ora questi valori di ^, Y si possono dedurre dai 
valori (18) ponendo k=^ k =^0* Non è dunque necessario sviluppare ulteriormente 
questo caso. 

XVIII. 

Dalle cose esposte emerge pienamente dimostrato il seguente teorema: 

Le sole superficie suscettibili di essere rappresentute sopra un piano in modo 
che ad ogni punto corrisponda un punto e ad ogni linea geodètica una Unea retta 
sono quelle la cui curvatura è dovunque costante (positiva, negativa o nulla). 
Quando questa curvatura costante è nulla, la legge di corrispondenTM non diffc' 
risce dall' ordinaria omografia (*). Quando non è nulla, questa legge è riducìbile 
aUa proiezione centrale nella sfera ed alle sue trasformazioni omografiche. 

Siccome fra tulle le superficie di curvatura costante, la sola che possa ricevere 
applicazioni nella teoria delle carie geografiche e nella geodesia è probabilmente la 
superficie sferica, cosi dal punto di visla di queste applicazioni viene in tal modo 
ad essere confermato quello che si asserì in principio» cioè che la sola soluzione del 
problema è fornita in sostanza dalla projezione centrale. 

A rimuovere tuttavia ogni equivoco circa V estensione ed il significalo del pre- 
cedente teorema sono necessarie due ossjervazioni. 

Primieramente si deve rammentare che gli elementi primitivi della corrispondenza 
considerata sono i punti, cosi della superficie come del piano. Se si volessero uni-> 
camente far corrispondere le rette del piano alle linee geodetiche della superficie la 
quistione diventerebbe assolutamente diversa e non imporrebbe condizione alcuna 
alla natura della superficie. Infatti rappresentando con 

/(u, », a, 6) = 

r equazione integrale delle linee geodetiche sulla superficie considerata, e con 

y » Ax + B 

quella di una retta del piano, basterebbe stabilire due relazioni fra le A, B, a, 6, con 
che ad ogni geodetica corrisponderebbe una retta e viceversa. Ma è chiaro che in 
questo modo ad un punto della superficie, considerato come intersezione delle geo- 
detiche uscenti da esso, corrisponderebbe sul piano l' inviluppo delle rette corrispon* 



n Cioè distftndeodo la taperflcie topn ao piano , ti otti«iif imi flgnia omognSea coUa nppi»- 
MDiasiooe. 
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éeaù. E follaalo mei ciso n on « fttaemtmt ékt ^«esi* miùmfpo éo fwu È t nimnà 
M u pMlOy « ricadrebbe s«lk q«iftiooe triltau preecdealcaeBle , e qmmM salle 
Haitnom ad e»a inrreoli. 

La leeoDda aTrerleiiza è rebti? a alla gesenlisaxMMe di evi è smeeltibile reaiw- 
eialo del nostro proUeoM, Tale a dire: rip or tar e t pmmd di mmm tuperfide ao- 

Umee teoietìdke éeOa seeomda. La aofanioBe di qwslo proUeaia più generale non 
è posto dcdoeibile da quella del eaio già eonsiderato, come lo è per es. qvando la 
proprietà caratteristica della eorrispoodenia è la similitodine delle parti ìnfinitesiaM 
o la eoosenraàooe dei rapporti d' area. La sob esteosione cbe si può dare l^t- 
ttmaineole al nostro teorema è questa: AffmAè i pmrnd di mmm mperfiàe potsaaa 
et$ere ripartad sopra urna tmperfeU ài aarvaiara eouamu, m mudo Ae le Umee 
geodetidie di qudia demo rappreseutaie da Umee ^eodetUàe di guelfa, i necessario 
e smffkiemU tàe omdie la prima mperfàe oUta la cmrwatmra coutmu. 

Pisa 31 Maggio 1866. 
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SULLE SUPERFICIE GOBBE. 

NEUE QDAU 

UNO DEI DUE RAGGI DI CURVATURA PRINCIPALE 

nroTA 
DI ULISSE DINl 



1 . Neil' oUìmo fascicolo di questi Annali il Prof. Beltrami ba risolato il pro- 
blema avente per oggetto la ricerca di tutte le superficie gobbe nelle quali uno dei 
due raggi di curvatura è una funzione dell'altro, e in una Nota ha gentilmente in- 
dicato come io f air insaputa dei risultati ottenuti da Lui, mi fossi proposto la stessa 
questione e l'avessi pure risoluta con un metodo del tutto differente dal suo. Poi» 
che questo metodo mi sembra non privo di una certa eleganza e semplicità, credo 
bene di dame ora qui la pubblicazione. 

Sia 

(i) F (P, p') = 

la relazione che lega i due raggi di curvatura principale di una superfieie. 
E chiaro che, a meno che essa non sia appunto una delle due 



potremo dedurne 



P P PP 



e quindi per tutte le superficie nelle quali i due raggi di curvatura principale sono 
legali da una certa relazione, ad eccezione delle (2), si avrà 
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orrero 

H =. ♦. (K). 
ponendo 

il 4 



P P' ^-rt^' 

Se dunque si soppone ehe H e K vengano espic«e per due yarìabili indipeodeiiti 
« e «9 sì avrà, eliminando il 4*1 » 

dHdK_ffldK 
*^' dii7S""drdii' 

e questa dovrà essere idenlìcamenle soddisfatta per tatto le superficie nelle quali un 
raggio di curvatura è una funxione dell* altro, non escluse le (2), giacché per que- 
ste si ha 

dH dH ^ dK dK ^ 

dfi dv Qu év 

NeDe superficie gobbe H esprìme la curvatura della seiione normale perpendi- 
colare alla generatrice, e K la curvatura della superficie; il nostro problema si riduce 
dunque a determinare le superficie gobbe per le quali questi due elementi rendono 
identica la (3). 

Ricordiamo ora che se « e « sono le variabili che determinano su una super* 
ficie gobba le generatrici e le loro trajettorie ortogonali, talché sia 

(4) ds*= dti»4. } (11 — «)*-f- ^M dt^t 

ove a e sono due funzioni dì «, si ha (*) 



(5) 



on 



9 ¥ 



/-(«-'.)•+ r e >=^', 



(*) V«di BowrthMfieds b ddonnalton dei aufteei — Joonal dt rÉetle Pdyt. ISSI. pig. M, 40. 
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essendo dVg i' angolo che la perpendicolare comune a due generatrici inGnitamente 
vicine fa colla sua posizione successiva, e che conseguenlemenle dipende sollanlo da v. 
Dietro queste forinole é chiaro che la questione si riduce a determinare X^ayC |3 
in modo che la equazione (3) resti soddisfatta pei valori (5) di H e K. Ora que- 
sta equazione diviene 

{ Hu — a)g'-^ 2^' (Il - a)'-+- 3l3a' (ti — «)— P'^» { 

~ 2 [— xy-h ^^' - >^ (1* - «) «'^ p" (Il — «)y— 13«V 
+ 3 { P' (II — «) 4- P«> n pp'— (I* ^ a)J \]{u—a) , 

e poiché deve essere identica dovrà esser soddisfatta anche per « ■» «. Si avrà 
dunque P*/3*= , 

e poiché P non può essere zero, altrimenti la superficie sarebbe sviluppabile, se ne 
concluderà che |3' ==» e quindi 

(6) 13 = e 
essendo e una costante arbitraria. 

Per questa condizione la equazione precedente diviene 

X'(tt — «)*-f-X'13*-H|3«"=0, 
e, dovendo essere soddisfatta qualunque sia u, ci dà 

(7) « c= av -H ò , X «=» d 9 

ove a, bs d sono tre nuove costanti. 
Esaminiamo ora queste condizioni. 
La (6) e la prima delle (7) ci dicono che per le superficie cercate si ha 

d»*c= dtt*-f- {{u—av —b)*-h 1? \ dp*, 

e poiché questa forma dell* elemento lineare conviene alle superficie applicabili sul- 
l'iperboloide gobbo di rivoluzione quando à é differente da zero, e a quelle appli- 
cabili suir elicoide gobbo a piano direttore e a direttrice rettilinea quando a =» 0, 
se ne concluderà che le superficie cercate sono nelle classi di quelle applicabili su 
queste due. 

Per interpretare poi la 2* delle (7) si osserverà che condpcendo pel centro di una 
•fera di raggio uno, altrettanti raggi paralleli alle generatrici della superficie gobba 
si forma sulla sfera una curva g^ il cui arco misura l'angolo dv, e condueendo 
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dei raggi paralleli aNe generatrici della 8aper6eie coojugata il loro angolo dv, mi* 
aure r angolo dei grandi cerchi della afera tangente a ^ alle estremità di dv; 
dunque la curvatura geodetica e, di q^ è data dalla formola 

e, = -r— = a «s cost , 
• dr 

e si ha perciò che qi ^ ^"^ circolo* e il cono direttore delle super6cie cercate è di 
rivoluzione, e ha per apertura 0, essendo 

(8) cot == d. 

Riunendo ora questo risultalo al precedente se ne concluderà subito (*) che : 
Le so/e superficie gobbe nelle quaU un raggio di curvatura è funnone ddl'al- 

irò sono gli elicoidi» 

Ponendo nella (5) per a, |3, X i loro valori (6) e (7) e eliminando 9» si ha la 

relazione 

(9) Ul^^.^Lv^^^» 



cK-PP')^' 



che lega i due raggi di curvatura principale degli elicoidi. In essa a» e, d sono eo- 
staoli arbitrarie, ed è essa la sola relazione cui possono assoggettare! i due raggi 
di curvatura di una superficie gobba per ogni punto di essa. 

2. Questa formola conduce subilo al noto teorema di Meunier sulla super6cie 
rigata d' area minima, giacché si vede che essa non può ridurei all' altra 

p 4- p'= , 

senza che si abbia a «= , d = , cioè senza essere nel caso dell' elicoide gobbo 
a piano direttore e a diretlrìee rettilinea. 

3. Per dedurre dalla relazione (9) quella relativa all' Iperboloide gobbo di rivo- 
luzione conviene cerearc il significalo delle costanti à, e, d che entrano in essa. 

Si sa che e è l'inversa del coefficiente di distribuzione dei piani tangenti della 
superficie e d, per la (S), è la cotangente dell' apertura del cono direttore : in quanto 
ad a poi si può osservare che, se t è l'inclinazione della elica di stringimento 
11 aas av + ^ sulle generatrici, si ha 



Colt «j-l — I =- , 



(*) Boar loe. dr. pag. «9. 
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e quindi 

a = e col L 

il significalo delle coslanli a, c»d e dunque facilmenle delerininalo (*). Ciò fallo, 
si osservi che essendo le generalrici di quesle superficie langenli al cilindro che 

71 C 

conliene 1* elica di slringimenlo» se si suppone t's»- — 9, e quindi d=a- , que- 

Si' elica diviene un circolo e la superficie diviene di rivoluzione; e la relazione (9) 
si irasforma neU* al ira 

j pTci- (- p')*a \{p^a-h (- p')^c' i = 
che si scinde in una delle due 

•^ 7 ■« -5 = cosi , ^ = -, = cosi 



p c p e 

che sappiamo verificarsi nelle superficie del secondi ordine. 

Si polrebbe pure vedere che 1* iperboloide gobbo di rivoluzione è la sola super- 
ficie gobba nella, quale si verifichino quesle relazioni. 

4. Mi piace or di nolare come la relazione (9) dia luogo ad una rimarchevole 
proprielà degli elicoidi applicabili su quello gobbo a piano direllore e a direllrice 
renili nea. 

Si osservi che a e e sono le slesse per lulle gli elicoidi E' applicabili su uno 
slesso elicoide E, e per averli lulli basla far variare d da — ao a + qo . 

Per a =a si hanno quelli applicabili sulF elicoide gobbo a piano direllore e a 
direllrice rellilinea, e per quello corrispondenle al cono direllore di aperlura B si ha 

1 1 col 

p p' c^i-pp')^ 

Per un allro di quesli elicoidi si avrà 

li colg^ 

P. P. c«(-ppOÌ 



(♦) L« costanri conteDute nella formola data dal Sig. BeltramI banno un signiPieato differente : però, 
senreodoai deUe formole del %. %. della Memoria dello stesso Sig. BeltramI sulla flessione delle superfi- 
cie rigate, queste costanti possono esprimersi per quelle, e così si trova anche la coincidenza delle due 
formole. 

Tom. VII. JH. 4. 27 
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e quindi pei punii corrispondenti sarà 

1 1 



p ti d col B 

M ^==* T, = 7» = cosi. 

1 1 d' col? 



P. P'. 



Si può dunque concludere che quando si irasforma uno degli elicoidi applióa- 
bili su quello gobbo a piano direttore e a direttrice rettilinea in un altro elicoide, 
le curvature medie delle due superficie o, che è lo slesso , le curvature delle se- 
zioni normali perpendicolari alle generatrici nei punti corrispondenti si manten- 
gono proporzionali. Il rapporto costante di queste curvature è quello delle cotan- 
genti delle aperture dei respettivi coni direttori. Ciò poleva dedurst anche dalla 
formola del Sig. Bellraini. Da essa pel valore del rapporlo in questione si Irove- 
rebbe il rapporlo delle curvalure delle respellive eliche di slringimenlo. 

E pure da notarsi che se la (9) è relativa a un elicoide E, la relazione che 
si ottiene dalla (9) slessa cangiando il segno di d e lasciando gli slessi a e e sarà 
relativa a un elicoide applicabile sul precedente e avente lo stesso cono direttore. 

Pisa, Maggio 1866, 
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(ORDINARIA, ALLUNGATA ED ACCORCIATA). 



1? Se nella cicloide) ordinaria si prenda per asse delle ascisse il diamelro del 
circolo generalore, che divide per mela V intera cicloide e per asse delle ordinale una 
reità perpendicolare a quesl' asse con l' orìgine nel punto, ove Tasse incontra la curva 
le sue equazioni saranno 

X =» a{ì — costt) , y = a (tt -h sen tt) 

ove a è il raggio del circolo generatore, ed ti un* angolo compreso fra , e tt. È 
noto che un'arco della cicloide a partir dall'origine è sempre doppio della corri- 
spondente corda del circolo, per cui la curva è perfettamente rettiGcabile e la sua 
lunghezza è quadrupla del diamelro del circolo generatore. Quando la cicloide sia 
allungata, od accorciata, la rettificazione dipende da un* arco ellittico» ossia da un 
trascendente ellittico di seconda specie , e la semicicloide in questione sarà espressa 
dal trascendente completo di seconda specie : £ assai facile , quando . siano stabilite 
Tequazioni della cicloide o allungata, od accorciata di verificare quanto si è detto, e 
solamente ci fermeremo un' istante su tale ricerca, da che la riporteremo primiera- 
menle ad un punto di storia. 

2? Neil* anno 1773 fu stampata in Parma la seguente Opera: Opuscula Mathe- 
matica auctore Petro Giannini, la quale Opera presentemente è molto rara. 11 
secondo di questi opuscoli porla il titolo: De Cycloide Contracta, oc Protracta, 
Nella Prefazione il dotto Autore dice Proprietatiìms Cycloidum vulgarium inventis 
proprietates Cycloidum Contractarum , ac Protractarum investigatae Robervallius 
enim quadraturam, Paschalius vero Rectificationem earundem tradidit, at non pari 
elegantia id factum , quemadmodum in Cychide vulgari, Constabit autem ex se- 
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quenUhu me inàdisse in demonstraiiones non inelegantes, Quadraiuram praegertim 
oc Rectificationem harum Curvarum: difalti il citalo Autore tanto cod una dimo- 
strazione sintetica, quanto con una dimostrazione analitica, giunge a dimostrare, che 
gli arcbi della Cicloide o allungata o accorciata si esprimono per archi ellittici. Pre- 
sentemente si può ancora semplificare la dimostrazione analitica, e chiamando m una 
costante minore, o maggiore di uno, l'equazioni 

a; = a(l — cosu), y =a (mi* -+- sen ti) 

apparterranno alle due cicloidi , e dalla differenziazione si ricava 

dx = a sen tidtt , dy = adtt (m + cos ti) 
quindi per la rellificazione sarà 

d«*==: d^-h dy"= a'du* (1 + m'+ 2m cos u) 

sostituendoci per brevità 

cos 11 s=3 1 — 2 sen' | ii , ed ^u=^ 

ed it.= _!2^<i 

(i -t- my 

si avrà ds =20(1-+- m) df ^{ì — Ac* sen*^) 

Ed in fine per un'arco indefinito 

« = 2a (i -4- m) /d^ ^{ì — fc'sen*(p) 

il che dimostra la dipendenza di 8 da un'arco ellittico : per la semicicloide f «-0, f^lir, 
e si avrebbe l'integrale definito completo. 



S = 2a(i -Mn) p'd^ ^{i — ifc*sen»(p) 



Nella cicloide ordinaria m=l, e ^ = 1: l' integrazione si rende razionale , e si 
giunge ad una sua nota proprietà di sopra richiamata. Ad una medesima, ed iden- 
tica formola di rettificazione si giunge, quando l'equazioni della cicloide si prendano 
sotto la forma 

a5 = a (i — m costi) , y = o (tf -f- m sen a) 
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Infatli dalla differenziazione ricaviamo 

do; = fiiasen uóu , óy = adu (1 + m gos u). 

d*onde és*= da;*-h dy*= a'dtt* (1 -h m*4- 2m cosa) 

quale essendo identica alla precedente, ne risulterà una somigliante riduzione. 

3? Alle indicate curve cicloidali possiamo anche riportare un' altra specie di ci- 
cloide, della quale la sua rettificazione dipenda da archi circolari : Prendiamo la curva 
di equazioni 

« £= a (1 — cos tt) , y = ma (tf -h sen u). 

e che per m = i si ridnce alla ordinaria curva cicloidale : è noto che 1* equazione 

finita sarà y = w (v^(2aj5-«*) -h a Are sen ( ^1 j 

come per' 1* equazione differenziale si avrà 

dy = mix y/^HiZLiy 

Di qui per il differenziale dell'arco, si trova 



d^=dx'p'-<f-^>-). 



e ponendo per brevità am*= (m*— 1) a, otterremo 

ds = v^;^^. dx J^^i^ 

la quale è del tutto somigliante all'equazione differenziale fra Xy ed y, per cui Tequa- 
zione Onita sarà evidentemente 

. = ^fi^=^(\/{U,x - x') -f- a. Are Ben (^(^2:£zJ^\\ 

È dunque dimostrato che la retti Gcazi'one della nuova cicloide dipende da archi cir- 
colari. Nel caso particolare di m*=2, abbiamo 0,=» 2a ed il valore di s diviene 

s = •(4a»-«") 4- 2a. Are. sen ( ^^^^ -) 
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la qaale rappresenla ana cicloide di raggio 2a, quando s si preadesse per ordinala : 

In questa carva poi corrisponde T ordinata 

y = ^2. (v'iaiT^ + a. Are. scn ( ^^^~^ )) 

L'analogia di tali curve con la cicloide ordinaria fu già da me rimarcata da lungo 
tempo in una Memoria inserita nel giornale arcadico fin dal 1839 Sul metodo in- 
verso delle tangenti: aggiungo che questa memoria tradotta in lingua Francese tro- 
vasi anche inserita nel tom. 26® del giornale di Creile. 

4! Aggiungeremo io fine con riportare la soluzione di una questione relativa 
alla cicloide e che trovasi esposta nel fascicolo di Decembre 1865 NouveUes Anna- 
les de Mathematiques par MM. Gerono et Prouhet, ed a pag. 555 si legge quanto 
segue : 

QuestUm 699 par M. G, Répétiteur au Lycée Louis-U-Grand. 

En parlageant, dans un rapport Constant les normales d'une cycUnde quelcon- 
que (ordinaire , aUongée ou raccourciej on ottieni une courbe dont les arcs sont 
exprimables en arcs d'ellipse. Una tal questione fu proposta dal sig. Prof. Mannheim. 

Ne trascriveremo qui la soluzione come viene esposta nella citata opera. 

Una cicloide qualunque ha per equazioni 

y — a >= 6 cos tt , X — au = 6 sen u 

Fra le coordinate di un punto (x , y) di questa curva , e quelle (t\ , ì) della linea 
in questione si ha la relazione 

t) ? — au 

y X — au 

Differenziando le precedenti equazioni si ha 

dy = — 6 sen udu , dt\ = ndy 
djc = (a + ^ cos u) dtt y df = nAx + odu — nadu 
e per conseguenza 

dt) = — nò sen udu , dì = (o -f- ftn cos u) du 

D*onde d« = di* y^(a*4- n*ò*4- 2aòn cos u) 

= dtt v^((a -4- fiby — Kabn sen" | u)) 
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Poniamo è w = <p avremo 

d* = 2 (a + «6) d? y/(l - ^-^^^ scn-,) 

Ora un' arco ellillico ha per elemento differenziale 

ds = ad(f y/(l — e' sen*(p) 

a ò lì semiasse maggiore , ed e 1* eccenlricilà. 

Net nostro caso i semiassi A, B, e l' eccenlricilà E sono dali dai valori 

quali sono soddisfalle, menlre 

,^ ìeabn ^ (2(n-^o6))'— (2(n — oò))* 
4(a-Hwò)* (2(n-f-a6))* 

L' articolo dei nouvelles Annales termina col fare osservare che la questione propo- 
sta dal sig. Mannheim fu dal medesimo risoluta con considerazioni geometriche in 
una Memorip, che trovasi inserita nel Gah. 40 della Scuola Politecnica. Avendo avuto 
occasione di citare T opera del Giannini, per le Cicloidi, aggiungeremo che tre sono 
gii opuscoli conlenuit. Cioè V* De Hydraulica, II. De Cydoide contrada , oc pr(h- 
tracia. III* De Sectione determinata. Quesl' ultimo interessa in modo speciale la 
Geometria. L'autore dopo la prefazione impiega due pagine delle quali il titolo è: 
Descriptio operis Apollonii Pergaei de Sectione determinata ex Pappo» L'opuscolo 
viene diviso iu due parti, la prima contiene quarantatre Teoremi oltre a risoluzioni 
di problemi. 

Roma 31 Decembre 1S65. 



Barnaba Tortolini. 
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SULLE PROPRIETÀ 

GEOMETRICHE E DINAMICHE 

DE'CXNTRI DI PERCOSSA 

NE' MOTI DI ROTAZIONE 

MEMORIA 

DI D. CHELINI 

DELLE SCUOLE PIE. 



Qael profondo e sagacissimo geometra che fu il sig. L. Poinsol , nell' ultimo de- 
gli scritti co' quali ha tanto contribuito al perfezionamento della Meccanica, occupan- 
dosi di questioni sulla percussione scopri un certo numero di nuove proprietà geo- 
metriche e dinamiche che si offrono a considerare in un corpo quando, per l'azione 
di un impulso ricevuto, il corpo debba concepire un molo di rotazione intorno ad 
una retta la cui direzione riesca o parallela ad uno degli assi principali del centro 
di gravità, ovvero contenuta in uno de* piani determinali da questi assi. Nella pre- 
sente Memoria io mi propongo di mostrare che le dette proprietà sussistono non so- 
lamente ne' due casi contemplali dal sig. Poinsol, ma eziandio qualunque sia la di- 
rezione della retta intorno a cui debba avvenire la rotazione, purché questa retta 
sia una di quelle (in numero infinito nello spazio) che si dicono assi permanenti del 
corpo. Rendendo più generale la teoria del sig. Poinsol, io spero di averla resa ad 
un tempo più semplice per l'unità de* principii, e per I* evidenza e connessione delle 
conseguenze; oltre a che le stesse verità si presentano sotto un aspetto nuovo e più 
completo. Quanto alla sua importanza , ecco ciò che dice 1* illustre Aulore relativa- 
mente ai risultati a cui egli perviene: Il nous semble que des vérités si claires et 
d'une expression si facile sont comme de nouveaux éléments qu'on ajoute à la 
sdence et qui ne peuvent manquer de la perfectioner. Car il faut convenir que 
l'esprit humain ne s'avance guére qu'à l'aide de ces idées plus simples, ou de ces 
instruments plus commodes qu'il imagine et qu'il manie, pour ainsi dire, avec 
plus de faciUté (Journal de Malhématiques, 2* serie, tome li, 1857). 

Ton. VII. N. 6. SS 
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Comincio dal richiamare e dallo slabilire alcane formole, in parie conosciate ed 

in parie nuove , che conducono nel modo più direno alla leoria generale di cai 
si Iralla. 

Formole che, nel movimento di un corpo, rappresentano le forze equivalenti 

alle quantità di moto delle molecole del corpo. 

i. È nolo che il movimenlo di un corpo solido, per quanlo si voglia suppor 
complicalo, ove si consideri in un dalo islanle dt^ si può sempre riguardare come 
composto di un moto semplice di rotazione che si effellua idenlicamcnle intorno a 
ciascuno de' suoi punii, e di un moto semplice di traslazione che diversifica da un 
punto air altro (*) {Mecc, p. 266). Per moto di traslazione di un corpo si suole 
intendere (e qui s' intenderà sempre) il moto del suo centro di gravità. 

Denotiamo per il cenlro di gravila, origine di tre assi rettangoli Co?, Oy, Oz 
affatto arbitrarii; per fx la massa del corpo, e per 

A = /(y*+ a;*)dfx, B = / (j»+ a^) dfx , C = /(aj»-|- y')d,x, 

A'^/yidfx, B'=Jzxàii, C=Jxydii 

le consuete notazioni relative ai momenti d'inerzia. 

Sia Imn la direzione di una retta 9 avente l'origine in (per l^myn s'in- 
tendano i coseni degli angoli che la retta 9 fa cogli assi positivi Ox, Oy, Oz). Il 
momento d' inerzia S intorno a questa retta sarà {Mecc. p. 227) 

S = A/'-H Bm*-H Cn*— 2 (A'mn -h Vnl H- C'im). 

Poniamo ancora 

L = A/— C'm— B'n, 

M = Bm— A'n - C'/ , 

N = Cn— B'/— A'm, 

e rappresentiamo per OG la retta G che, sugli assi OXf Oy, Oz, ha per componenti 
L, M» N, cosicché si abbia 

G = m. (L, M, N) , (m. = risultante) 



(1) P«r ciò che Tiene poramente affermato, cito ooU* iniziale Mece. i miei elementi di Meoeanica 
razionale (Bologna, 1860) dove le dimostrazioni sono in gran parte nuove. A qoett! elementi va unito 
un Appendice fui principii fondamentali delle Matematiche. 



PURA ED APPLICATA. tl9 

U momento S sarà pure rappresentalo da 

S = U-4-Mm4-N»=Gcos (G6). 

Ciò posto, il movimento del corpo, considerato nell' istante di, consista in un molo 
di traslazione del centro di gravità che tenda a farsi colla velocità v rappresen- 
tala dalla linea Ov, ed in nn molo di relazione clic tenda a farsi colla velocità an- 
golare 9 rappresentata in grandezza ed in asse dalla retta 0$ avente la direzione Imn. 

djs dtf dz 

Tulle le quanliià di moto elementari, quali ^p <*/* > j^ ^f* » hT **'*» trasportate in O 

si comporranno nella fona unica [iv che avrebbe il centro di gravità se la massa 
intera del corpo vi fosse concentrata, ed in una coppia unica rappresentata in gran- 
dezza e in asse dalla formola {Mecc, p. 227) 

G.B== ris. (Le, Me, N0) = ris. (L, M, N) 0. 
Neir ellissoide centrale (cosi. = costante arbitraria) 

Aj;»-|- By"-h Ci'— 2 (Myz -f- Vzx -f- Gxy) = cosi, 
il piano della coppia risultante G9, rappresentalo dall* equazione 

Lr -+- My -+- Ni = , 

è conjugato alla direzione Imn dell'asse di rotazione 0^ (Mecc. p. 279), cioè divide 
per metà tutte le corde dell* ellissoide parallele a quest'asse. 

Formole relative aU' asse centrale dette rotazioni, 

2. Suir asse dell' angolo (9, v) (*) si prenda il segmento 

nn _ ^ sen (Qv) 
yju , 

V asse centrale dette rotazioni sarà la retta D9 condotta dall* estremità di OD pa- 
rallelamente air asse di rotazione Od (**) {Mecc. p. 268). Segnala con D la retta OD 



(*) Per asse delC angolo (e, v) s* intende una retta perpendìci)lare in O alle due Oo, Op, e disposta 
rispetto air angolo 90o a qael modo che Ox è rispetto ali* angolo yOs. 

(**) Le rette parallele tra loro, ossia della stessa direzione, saranno indicate ciascuna da due lettere, 
la prima dinotante T origine, e la seconda la direzione. Per es. le notazioni Oo, Do, Gè, Qa rappresen- 
tano rette parallele di cui V origine rispetti?a è ne* punti O, D, G, Q. 

» 
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zrremo (M. Appendice pag. 25 e 35) 

eos (xD) = [» eos (2«) — « cot (yv)] : ten (9v) « 
(D) ^ eos (yD) » [« eos (xv) — / cos (xv)] : seo {èv) , 

C08 (sD) ss [/ C08 (yv) — »cm(xv)] : sen (^). 
Molli plicando rìspeUiTuiieiile per L, M, N qoesle eqaaziooi e sommandole si otliene 

Gcos (GD) sen {Bv) » (Mn — Nm) cos (xv) 
(D), ^ -f- (N/ - U) cos (yv) 

(Lm — M/) cos (sv). 



L' asse eenlrale delle rotazioni é dello da Poinsol aue spontaneo scorrente per- 

che, neirislanle di che si considera, il molo del corpo si riduce a girare intorno a 

«luesto asse ed a scorrere contemporaneamente longo il medesimo , a qnel modo che 

fa una vite intorno al suo asse. Notando per h il moto di traslazione lungo l'asse 

centrale, si avrà (M. p. 269). 

h=>veos(9v) , D.fl = ti sen {6v) , »*= h*-^ 0*6*. 

3. Quando il moto del corpo si riduce ad una pura rotazione intomo all' asse 
centrale, quest* asse ritiene il semplice nome di asse spontaneo. Affinchè ciò avvenga» 
è necessario e sufficiente che resti verificala la condizione h = v eoa {Ov) = , e 
per conseguenza 

/ cos (xv) -H m cos {yv) H- n cos {zv) = 0. 

In generale: il moto di un corpo è riducUnle ad una semplice rotazione quando, 
preso un punto- qualunque per centro di ridmione de' moti, Vasse della rotazione 
risultante riesce perpendicolare alla trajettoria di esso punta (M. p. 269). In que- 
sto caso le forze che animano il corpo, riporlate al centro di gravità sono 

fxr = fi.GD.e , Gè = ri». (L, M, N) 0. 

4. Finalmente quando il molo del corpo é tale che, oltre di ridursi ad una 
semplice rotazione, le quantità di moto elementari equivalgono ad una forza unica, 
l'asse centrale delle rotazioni prende il nome di asse permanente. Affinchè ciò ab- 
bia luogo, è necessario e sufficiente che la direzione Ov del moto di traslazione ri- 
sulti perpendicolare ad un tempo e all'asse di rotazione 0$ ed all'asse OG della 
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coppia risallanle (M. p. 43) ; ond'è che dovranno verificarsi le dae equazioni 

/ cos {xv) -4- m cos iyv) ■+• n cos (w) t=r , 
Lcos («v) -h M cos (yv) 4- N cos {%v) ^ 0. 

Facendo variare ii rapporto - = OD» alle diverse variazioni corrisponderanno allrel- 

Unii assi permanenli, avenli tulli la medesima direzione Imn, e tulli contenuti in 
un medesimo piano (OG, OO) , perpendicolare in ad Ov, e per conseguenza rap- 
presentato dair equazione 

(P) (Mn — Nm) aj -h (N/ — Ln) y -h (Lm — M/) z = 0. 

5. N.B. Gli assi rettangoli Oo;, Oy, Oz essendo affatto arbitrarii, 1® se siano presi 
secondo le direzioni degli assi principali d' inerzia del centro 0, 1* equazione (P), a 
causa di = A'= B'= C, diviene 

(P). (B^C)?-*.(C-A)^4-(A-B)^=0. 

I fii fi 

2® Se invece l'asse Ox sia preso secondo V asse di rotazione Od, l'equazione (P), a 
causa di / = 1 , => m = n , si mula nella 

Vy — C'z = 0. 

3® E questa» se 1* asse arbitrario Oy si prenda nella direzione DO, dovendo ridursi 
a z ^=» , darà 

B'= / xxàfi = 0. 

La relazione ff »« » essendo simmetrica rìspello ad Ox e ad Oz, mostra che gli 
assi permanenli del piano y% sono paralleli ad Oz. Ne segue in generale che: I piani 
degli assi permanenti sono a due a due coH disposti che V uno è perpendicolare 
agli assi permanenti dell'altro, e che, in ogni pajo di tali piani rettangolari^ le 
direzioni degli assi permanenti, quali Oz, 0«, sono vincolate dall'equazione 

/za;dfi= 0. 

L'equazione (P) o (P), rende manifesto che, data la direzione Imn di una retta 
qualunque Od, rimane detemùnato il piano degli assi permanenti paralleli a questa 
retta ; e che viceversa, dato un piano qualsivoglia- che passi pel centro di gravità, 
Pd^ + Qy 4* Rz = , rimane determinata la direzione Imn degli assi permanenti 
contenuti in questo piano. 
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Formale geMeraU rekuhe aU' asse centrale delle fané, rmppreseutmmii 

le quanuUà di moia élememiari. 

6. Ridotte nel ponto O le quantità di moto deDe moleeole alla forza aniea u9» 
ed alla cop|Na G.O^ si prenda soli' asse dell'angolo (v, G) il segmento 

^ GQfen(vG) 

l'asse eentrale delle forze sarà la lìnea ¥v condotta dalla estremità di OF paralle- 
lamente alla retta Ov che rappresenta la velocità del ponto O, centro di gravità 
(M. p. 43). Denotiamo OF per f, e per K.B il valor minimo che prende la cop- 
pia G. 9 quando il centro di riduzione è preso sull* asse centrale ¥v , di cui b più 
corta distanza dal centro di gravità è OV =^ f Si avranno le relazioni 

K^Gco8(iK;), cot(rG) = -.4-, 

flV f 

f^^f=Gsen(vG). G^=K'-^(^^ fj. 

Per la direzione di OF, asse dell* angolo (vyG) , avremo 

cos (xf) s= [N cos (yv) — Mcos (zv)] : G sen (vG) , 

eos iyf) = [L cos {%v) — N cos (xv)] : G sen {vG) , 

cos (z/) = [M cos (xv) — L cos (yv)] : G sen (vG). 

Moltiplicando ciascuna di quest' equazioni per 

r = ~ .G8en(wG), 

si avranno le coordinate a, 6, e del punto F 

e 

a = — [N cos (yv) — M cos (%v)] , 
if) \ 6 = — [L cos (zv) — N c<M {xv)] f 

fi-V 
Q 

c SS — [M cos (xv) — L cos (yv)] , 
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ed 

7. Consideriamo ora l'angolo triedro determinalo dalle tre rette Od, Ov, OC le 
quali, af6ne di regolare i segni (d= 1), si riguarderanno per un momento come tre 
assi obliqui Ox, Oy, 0%, e denoteremo per Ox„ Oy^, Oz^ gli assi degli angoli 

iyz) = (vfi) , («e) = (G,e) . ixy) = (e,v). 

Ciò avvertito, immaginiamo una sfera col centro in e di raggio = 1. Gli angoli 
solidi Oxyz , Ox^y^z, segneranno sopra questa sfera due triangoli sferici xyi, x,y,s„ 
polari r lino dell* altro. In questi triangoli si ha primieramente 

sen (yz) cos (xxj =: sen fxy) cos (zx J , 

perchè ciascuno de* due prodotti rappresenta il sestuplo del tetraedro determinato dal 
centro e dai vertici del triangolo sferico xyz. In secondo luogo si ha 

cos (zx) = cos {xy) cos {yz) — sen {xy) sen {yz) cos (Zi^,) , 

Se ad Ox, Oy, Oz torniamo a sostituire OO, Ov, OG, e ad Oz,, Ox, [assi degli an- 

goli {x,y)= {e,v), {y,z) = (vG)] le rette OD, OF; le due formole precedenti di- 
ventano 

sen (vG) cos {Of) = sen (Gv) cos (GD) , 
cos (Gè) = cos {6v) cos (wG) — sen (Ov) sen (vG) cos (D/). 

G C / 

Se la 1* di quest'equazioni si moltiplica per -8en{9v), e la 2* per ~ (ponendo 

mente a OD = - sen {Ov) , OF = — G sen (vG) , 

Q 

donde OD.OF = - sen (vG) sen {Ov) , 

ed a G cos (Gd) = S , G cos (vG) = K ) 

si ottiene 



(F) 



Q 

OD.OF cos {ef) 3= - cos (DG) sen* {Ov) , 
OD.OF COS (D/) = ^— ^ 
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i. Supponiamo wàemo ébtt VMsm cemtrmU M àdU 
Uf óot soppooiaiBO che neD'islaale it il iboCo ù rìJaca wk 
UoAome iolorno aO'aMe D9. In qocsU supposizioiie b linea Ov, per le 
tara perpendicolare alle ire 00 , CN), OF, le qoali saranno co—egnentei 
medetinM» piano, e le prime doe emeado rettangolari formeranno onjofi 
tmri ad «n retto colla terza OF. Laoùàe n am len (6a) =» 1 , eoa (6a) 



eoK dette» 
te in on 



0, e 







W=^ 



Gaen(aG) 
tuOD 



e le (F) direatano 



(F). 



(W.OF eoa (0/) » - eoa (DG) , 



OD.OFemiDf)^ — 



Qnett* ultima formola rende manifeito che l' angolo (Df), » ang. (DW) » é ottoao» 
e che perciò il prodotto Q¥ eoa (D/) rappreaenta la projeiione di OF sol prohinga- 
mento di DO al di li del centro O. Inoltre easendo 

amg.$f + aug.fD » amg.$h « 90*, 

e qoindi eoa (/D) <» len (0/) , la divisione delle (F). fomiaee 

§ §« 

••«§.(«/) =C^(DG)' •*^W=S'+G'«o.*<DG)' 

A fine di dar riliero colla figora al significato geo- 
metrico delle (F),9 conduciamo per i ponti D, F i due 
assi indefiniti D0, F0 parallelamente ad 00, poi le per- 
pendicolari DA, FF| a questi assi, e in ultimo prolunghia- 
mo FO sino ad incontrare in E l'asse DO. Si ha dalla 
figura 

OA 1= OF eoa (D/) , OFcos (^ » DF. ; 
e le (F)| si mutano nelle 




(ig. 1.) 



OD.DF.» -cos (DG) , 



(N>.OA» 
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Riguardando come positive le direzioni di OA e di OF, e però come negative le 
opposte di OD, OB, V altima equazione dà 

DO.OA=.?, DA^DO+^-OA^-Jj. 

E siccome DO» EO sen {6f) , OA = OF sen (Of) , cosi alle (F), si può dare anche 
la forma 

(F). 

fi.OD.DF,= Gcos(DG). 

A queste» nelle applicazioni ai casi particolari, conviene aggiungere (2) 

G eoe (DG) sen {Bv) = (Mn — Nm) cos («v) 

{W — Ln) cos (yv) 
(Lm — MI) cos {%v). 



9. Quando l'asse della rotazione spontanea è un asse permanente, la direzione 
Ov del moto di traslazione, oltre di essere perpendicolare ad Od , deve di più riu- 
scire perpendicolare ad OG, non che (per costruzione) ad OD e ad OF* Ed essendo 
retti gli angoli (0D), (G/), ed avendosi 

ang,{6l}) «=» ang,(6G) 4- am^.(GD) , 

ang.iGf) = ang.(Ge) -j- ang.(Bf) , 



sarà 



sen (Bf) => cos (GB) = ^ , cos (GD) =» sen (BG) ; 



e per conseguenza 

M.EO.OF = ^ ^ 



(F). 



seq' (Bf) S • 
^i.OD.DF,«= G cos(GD) =Gsen (BQ). 



10. Ove occorra di prender gli assi Ox^ Oy, 0% nella direzione delle tre linee 
Od, OA, Ov, che nel caso di una semplice rotazione riescono sempre rettangolari , 
basta porre sen (Bv) = sen (a») =— 1 , ed 

/«l, <|ic»fii«»iii co8(»r)«.i, cos (aw) =« cos (yv) «= 0. 
Toa. VII* R. s. 29 



1 
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la questa supposizione avremo 

S = A = /(j*-f-»')d^, — Gco8(DG) = C'=/aìyd/«, 

e le (F), diventano 

M.EO.OF = A -f- '^ , fi.OD.DF, « - C. 

11. Quando l'asse istantaneo è di più asse permanente, sì dovrà af^giuogere 
la condizione 

ff^/MPdfi^O. 

E se l'asse di rotazione sia parallelo ad uno degli assi permanenti del centro di^ 
gravità, nel qual caso si ha pure 

risulterà sen {9f) = cos {G$) = 1 , KO.OF = - , 

e la linea EF sarà perpendicolare ad Od e si confonderà con DA. 

Proprietà geometriche de' centri di osculazione e de' centri 

di percossa. 

12. V asse di sospensione di un pendolo composto sia una retta qualunque DO^ 
avente la direzione Imn, e situata alla distanza DO (fig. I.) dal centro di gra- 
vità del pendolo. La velocità angolare di rotazione, nell' istante dt » sia 0. In que- 
sto istante V asse di sospensione si potrà riguardare come un asse spontaneo di ro^ 
tamne rispetto alle quantità di moto deUe molecole del pendolo, quantità che, ri- 
portate al centro di gravità, sono equivalenti alla forza fiv ed alla coppia G0. La 
forza fjLV = iiUO.O, essendo quella onde sarebbe animato il centro di gravità se tutta 
la massa {i vi fosse concentrata, ha una direzione perpendicolare al piano di oscH^ 
Unione, cioè al piano determinato dall' asse di sospensione e dal centro di gravità. 

Sarà chiamato centro di oscillazione il punto abc (6) dove l' asse centrale delle 
forze, Fv, che è perpendicolare al piano di oscillazione, incontra in F il detto piano. 
Se in questo piano immaginiamo infinite linee, tutte parallele all' asse di sospensione,* 
come destinate ciascuna ad esser presa alla sua volta per asse di sospensione, pos- 
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siamo subilire che: GU am di $o$pensiùne avenii la stessa diremne {Imn) e con- 
lemai m un piano amdoUo pd centro di gravità, tengono i loro centri di oseUr- 
lauone {abe) sopra mna retta die passa pd centro di gravità, ed in particolare 
snìla linea EF, asse ddl' angolo (o, G), intersezione 4e 4Qe piani 

Lx 4- My + Ns «r » 

X COS («») + y C06 (jf») -h »cos {iv) « 0. 

13. 11 eentro di oscinazione diviene centro di percossa quando Tasse di sospen- 
sione è nn asse permanente di rotadone, e sopra quest'asse il centro di perma^ 
nenia coincide colla projezione Fj del centro di percossa (M. p. 20S e 310). 

N. B. Nel molo roUtorio intomo ad un asse permanente, siccome le quantità 
di moto delle molecole equivalgono ad una forza unica concentrata nel centro di per- 
cossa, cosi potremo dire che la fona del centro di percossa, in un dato istante, 
equivale al moto rotatorio che si effettua in tale istante intomo aU' asse permor 
nenie. Per moto rotatorio si devje intendere il complesso delle quantità di moto 
onde, nella rotazione, sono animate conlemporaneamenie tutte le molecole del corpo. 

Riteniamo, al presente, che le direzioni degli assi (te, Oy, (H sfanp quelle delle 
rette 0$ , OA, Ov, Le formolo trovate 

EO.OF ==:-(a 4-!^ , OD.DF,^ -~ , 

fanno palese: 1* Che i due assi EO, Fd', riguardati come assi di sospensione, sodo 
tali che l' uno contiene il centro di oscillazione dell' altro (per es. come F è il cen- 
tro di oscillazione rispetto all' asse Ed, cosi il punto E è il centro di oscillazione ri- 
spetto all'asse Fd); 2* Che se l'asse di sospensione E0 si muove parallelamente a 
se stesso nel piano xg, il punto F, (projezione del centro di oscillazione F sul detto 
asse) descriverà un'iperbole equilatera, avente per asintoti le due rette OO, OA, e 
per equaz. fxOD.DF,.= — C'; 3® Che quando T asse di sospensione è parallelo ad 
uno degli assi permanenti relativi al centro di gravità, come avviene ne'pendoli che 
servono alla misura del tempo, la retta EF si confonde colla retta DA (11.), ed il 
centro di oscillazione è precisamente quale suol definirsi in questi pendoli. Cosi la defi- 
nizione data del centro di oscillazione contiene con^e caso particolare la definizione in uso. 

14. Restano intanto poste in aperto e dimostrate le seguenti proprietà geome- 
triche de' centri di oscillazione e di percossa. 

In un pendolo comunque composto : 1® GU assi di sospensione paralleU tra loro 
ed esistenti in un medesimo pano di oscillazione, tengono i loro centri di oscilla' 
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TÙone sopra una retta che passa pel centro di gravità; 2® Sono conjugati a dmit 
a due per modo che l' uno ha sopra di sé il centro di oscillazione deW altro i 
3® U prodotto delle distanze che da due centri conjugati corrono o^ centro di grò- 
vita (posto sempre frammezzo ad essi) è costante; 4® Se i centri di oscillazione si 
progettano sopra i loro assi di sospensione, il luogo delle projezioni sarà un' iper- 
bole equilatera, simmetrica intomo al centro di gravità, corrente in mezzo a due 
asintoti V uno parallelo e V altro perpendicolare ai detti assi. 

Queste proprietà trovale dal sig. Poinsot nel caso speciale che gli assi di ro- 
tazione siano paralleli ad uno degli assi permanenti del centro di gravità, ovvero 
contenuti in uno de* piani determinalo dagli stessi assi, io le eslesi ne* miei elementi 
dì Meccanica a tulli gli assi permanenli paralleli, qualunque sia la loro direzione 
comune (M. p. 208 e 295). In appresso il chiarissimo prof. sig. Domenico Turazza 
trovò che le stesse proprietà convenivano a tutti gli assi sponlanei di rotazione. La 
teoria che ho esposta ha il vantaggio di farle discendere spontaneamente dai loro 
principii più generali. 

Proprietà dinamiche de* centri di percossa* 

15. Le proprietà dinamiche si distinguono dalle geometriche in quanto che sup- 
JM>ngono in atto la rotazione del corpo, e non appartengono che ai soli cenlH di 
percossa, mentre le geometriche si estendono anche ai centri di oscillazione. 

Sulla linea de' centri di percossa , olire i due punti 
conjugati fissi E, F, notiamone ad arbitrio due altri mo^ 

bili P, Q. Fatto per abbreviare 

g 
> =s sen (Bf) = cos {GB) = ^ , 

(^«- *•) avremo S =* XG , ed 

E0.0F = P0.0Q = 4i = -^ = ^. 

Il prodotto PO.OQ dovendo mantenersi costante al variare de' suoi fattori , è mani- 
festo che quando l'uno de' due punti mobili P, Q si avvicina al centro 0, l'altro 
dee allontanarsene nella stessa proporzione, per modo che la loro distanza, espressa da 

PQ = PO-HOQ = PO-H^=OQ-H^. 

può divenir grande quanto si vuole. Ne segue che quando 1* uno de' punti fissi £,F 
è dentro l' intervallo PQ, V altro ne sarà fuori^ 
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Supponiamo che il corpo nell' istante di eseguisca la rotazione $éi intorno all'asse 
permanente E0. Le quantità di moto delle molecole del corpo equivarranno ad una 
forza unica /xv che si potrà immaginare tutta raccolta nel centro F di percossa, se- 
condo una direzione perpendicolare al piano 0EF. Chiamo F questa forza (jlv concen- 
trata nel punto F, che rappresenta il moto di rotazione del corpo intorno ad E$, 
Poiché, nell* attuarsi della rotazione, ogni punto del corpo è animato da una velo- 
cità che ha per misura il prodotto della velocità angolare per la distanza del punto 
air asse di rotazione E9, le velocità de' punti F, P, Q» saranno 

UEF, UEP, 0.XEQ, 0.>EO = t;. 

16. Il molo rotatorio che intorno all'asse permanente Ed si effettua colla \e* 
locità angolare d, si concepisca decomposto in due moti rotatorii intorno agli assi 
paralleli P0, Q^. Questi moti componenti si effettueranno rispettivamente colle velo- 
cità angolari (M. p. 266) 

EQ PE 

^PQ' PQ' 

per le quali, considerate a parte, il centro di gravità sarebbe animato dalle ve- 
locità 

Questi moti rotatorii parziali equivarranno ciascuno ad una forza unica raccolta nel 
rispettivo centro di percossa Q, P. Se denotiamo queste forze colle slesse lettere de' 
punti in cui si suppongono concentrate, avremo 

P=^.9^.xQ0, Q = f..ep|.iPO. 

Ora, siccome il moto rotatorio intorno ad EO equivale ai due moti rotatorii intomo 
a Pd, Q^, cosi la forza unica F che rappresenta il primo moto, dovrà essere equi- 
valente alle forze parallele P, Q che rappresentano i secondi moti. Ma queste forse 
P, Q, considerate come componenti di F, sonò espresse dalle note formole 

P = Fg-,.9XE0^. 

PF PP 
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Qoesle naove espressioni dovranno danque riuscire identiche alle precedenti. Tale 
identità si rende manifesta nel modo che segue. Se all' uno e ali* altro membro di 
ciascuna dell'eguaglianze (*) 

EO.OF = PO.OQ , EO.FO = OQ.OP , 

si aggiungano rispettivamente i prodotti EO.PO , EO.OQ , si ottiene subito 

EO.PF == PO.EQ , EO.FQ = DQ.EP = QO.PE ; 

e con ciò è resa evidente l'accennata identità. 
Abbiamo adunque in generale: 



(e) 






dove è da notare che le ultime espressioni delle forze, cioè 

P=.H^.9XEP. Q = ^^.9XEQ. 

hanno un significato dinamico notabilissimo. Esse mostrano che, per avere la misura 
delle forze de' punti P, Q, conviene spartire la massa del corpo tra questi punti in 
ragione inversa della loro distanza al centro di gravità 0» e poi dare a ciascuna 

(00 P0\ 
fi ^ 9 fi 5^ j la velocità del punto corrispondente (0 XEP,0 XEQ). 

Ciò posto, le formole (e) si possono tradurre nella seguente proposizione, principio 
fondamentale di tutte le proprietà dinamiche de' centri di percossa. 

(*) Neir indicare più ponti in linea ietta, per es. A, B, C, D, fo nao del principio 

ABs— BA, 

il qvale signiflea che ae la linea AB si riguarda ecNoe poHUva, la BA ti dee rigoardare come megaUva, 
Da qaeito prineipio ai deduce quett! altro : 

AB + BC + CD = AD, 

qualunque aia l'ordine di aneeesaione deT punti A, B, C, D (M. Àpp, pag. 4). Cosi 

EO + OP + PQ + QF»EF; 

▼ale a dire: Qutmdo le parti di wm linea tomo coti ditpotte che ciascuna cominci dove termina queUm 
che precede, la loro tomma è uguale alla Unea che unitce f origine della prima parte col termine 
deirulUnw, 
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17. Teorema. Quando un corpo gira intomo ad un asse permanente, il moto 
rotatorio, considerato in un dato istante dt, equivale in tale istante alle forze che 
avrebbero due centri conjugati di percossa ove si supponesse che questi punti si 
fossero spartita la massa intera del corpo in ragion inversa delle loro distarne al 
centro di gravità; e le dette due forze sono tali che rappresentano, dal loro canto, 
due moti rotatorii paralleli, equivalenti al moto unico che si considera. 

Se la velocità di uno de' punti conjugati è nulla, il che avviene quando il punto 
é suir asse medesimo di i*otazione, com* è il punto E , il moto rotatorio sarà equi- 
valente alla forza dell' altro punto F , centro di percossa dell' asse di rotazione , e 
questa forza è 

EO 

/A = .0 XEF « p« XEO = fxv. 

Bencbè le quantità di moto del centro di gravità e del centro di percossa F ab- 
biano la stessa grandezza, tuttavia differiscono in ciò che quella del secondo punto 
é quantità di moto di una massa più piccola animata da una velocità più grande, 
differenza che le rende capaci di effetti diversi. Cosi se il corpo urta contro un punto 
fisso col ceqiro di percossa, perde ogni moto; ma se vi urta col centro di gravità, 
perde il solo moto di traslazione, e conserva inalterato quello di rotazione. 

COROLlARIi 

00 PO 
1° Le masse parziali f^» fx^ che si concepiscono concentrate ne' punti con- 
iugati P, Q, costituiscono un sistema il cui momento d'inerzia relativo all'asse 00 
é uguale a quello del corpo. Infatti i momenti parziali di P e di Q sono 

la cui somma è «= S. 

2* Quando 4 due punti conjugati P, Q, supposti in moto, si trovano dalla stessa 
parte dell* asse di rotazione E6 » le loro forze che , come componenti della forza F 
sono del medesimo segno , rappresentano moli rotatorii di senso contrario , negativo 
intorno a Q0 e positivo intomo a P0. Ed avendosi P + Q =» F , se l' una delle 
forze P, Q diminuisce, l'altra crescerà; e se l'una diviene minima ed = 0, l'altra 
diverrà massima ed =» F. 

3® Quando i punti P, Q si trovano disposti l' uno a destra e l' altro a sinistra 
di E0, le loro forze che, come componenti della forza F sono di segno contrario, 
rappresentano moti rotatorii dello stesso senso. Ed avendosi Q •— P = F» le due 
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forse P, Q debbono nel loro variare diminaire insieme e credere insieme; e se Tana 
P si avvicina al suo Umiie minimo, = 0, V allra Q si dee pare avvicinare al soo 
limite minimo, <= F. In questo caso le due forze P, Q hanno pure ciascuna on li- 
mite mommo che sarà determinalo in appresso. 

4® Quando il moto del corpo consiste in una semplice rotazione Odt intorno alla 
retta 09 condotta pel centro di gravità, le quantità di moto delle molecole equivale 

S.9 
ranno ad una semplice coppia G9 == -— , e le (e) si muteranno nelle seguenti 

p_„OQ G.0 

'^PQ PQ' 

(R) 

risultato che d'altra parte è per sé evidente ; perchè la coppia G,$ , il cui piano è 
conjugato all'asse di rotazione 00 (1)» può ceHamente riguardarsi come proveniente 
da due forze situate in questo piano, parallele, uguali e di senso contrario. 

5® Quando il corpo non ha che un puro moto di traslazione, » /xv, la velocità 
V del centro di gravità si potrà riguardare come rappresentante una coppia di ro- 
tazioni {$, — 0) intorno agli assi paralleli P0, Qd. La velocità angolare 6 sarà deler^ 
minata dall'equazione (M. p. 266) 

V = 0.XPQ. 
Le componenti P« Q della forza nv saranno date dalle formole 

P-f*t^^=f*.e^OQ, 

(T) 

PO 
Q-f*VpQ=M>PO, 

entrambe dirette nel senso medesimo del moto di traslazione. 

Limite minimo di PQ. Limite massimo delle forze de' punti coniugati P, Q, 
e ddle rotanoni partiali intorno agli assi conjugati P6, Q0. 

18. Supponendo note le distanze tra il centro di gravità e i due punti con- 
jugati fissi E, F, adottiamo per abbreviare le notazioni 

EO«e, OF«f, 
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S 



donde EF=e-f-/', PO.OQ = e/' = 



(i.\ 



Umite minimo di PQ. Supponendo mobili i punti conjugali P, Q, prendiamo 
per variabile indipendente 

sarà PO = 5f , PQ = a> H- 5^. 

Eguagliando a zero la derivala di PQ, presa rispello ad a, si irova che il valore 
di &) corrispondente al suddello limile è =» ^ef, e che per conseguenza i corri- 
spondenti valori di OQ, PO» PQy-sono 

OQ = v^ef = PO, ?Q=2^ef^j^% 

vale a dire : / punti conjugaii P, Q allorché si tono avvidnad tra loro U jdit pos- 
sibile, si trovano disposti ad egual distanza dal centro di gravità, e questa di- 
stanza è = ^ef. 

Per determinarli geometricamente, sopra la linea EF 
presa per diametro si costruisca un semicircolo, e pel punto 
gli si conduca perpendicolarmente al diametro la semi- 
corda OM =3 ^ef. Fallo centro in , con questa semieor- 
j X da OM ypresa per raggio, si segneranno sulla linea EF le 

posizioni dei punti P, Q più vicine tra loro. 

Si noti che nel triangolo EMF i valori de' due cateti sono 

EM = v^e(e 4- f)=r=e\/U +Q , 

19. Limite massimo ddle forze de' punti conjugati P, Q. Avvi luogo a cercar 
questo limite, come si è notalo superiormente, quando i punti P, Q si trovano dalla 
slessa parte del punto F , e però quando si ha F = Q — P. In questo caso, il li- 
mite massimo di una qualunque delle due forze componenti facendo conoscere quello 
dell* altra, basta che cerchiamo quello di una di esse, per es. di 




q=.fS=fS±S^=-f.A 



-he 



PQ- ' (PO 4- OQ)OQ "" ' «V ef 

Tom. VII. II. 5. 30 
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Prendendo la derivata dì Q rispetto alla variabile u , ed eguagliandola a zero , si 
trova l'equazione 

(ù*-h 2etó — ef =^0, 

la quale, avendo V ultimo termine =^ — ef, mostra che le sue radici rappresentano 
le distanze OQ, OP tra il centro di gravità ed i punti conjugati oye le forze 
P, Q hanno la massima grandezza. Tali distanze, radici di cotesta equazione, sono 

0Q=:e[-l4-y/(l4-g], 
OP = -e[n-y/(i4-0], 
onde, essendo PQ = PO -h OQ = 2c \/(ì + ^ , ed 

i EQ = EO + OQ ==e\/(ì -f-0 = EM, 



EP = EO 4- OP = — e i/A -4- A = — EM , 

si conchiude che i due pund cercaii P, Q si trovano situati ad egual distanza 
dal punto E, e che questa distanza è EM (fig. 3). E poiché in questi punti risulta 

.EQ e fl?E_« 

PQ"'2' PQ""2 ' 

possiamo stabilire che: 

In que' punti conjugati P, Q dove il moto rotatorio si risolve in due moti 

rotatorii eguali tra loro e dello stesso senso, ivi le forze che rappresentano que- 
sti moti rotatorii parziali, sono le piti grandi possibili e di senso contrario. 
Abbiamo inoltre 

PF = PO-h OF = Ji -h ;-+- \/(^ -^01 f 

FQ=.F0 + 0Q.=.-.e[l^H-{-Y/(l4-^], 
e per conseguenza 

2e ' ^ 2e 
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PF FQ 

Ciò posto, le forinole Q = F. -^ , — P = F. 5^ , offrono i seguenti più grandi va- 
lori assoluti di Q e di P: 



•'-5f-' + V/('-*-9]' O-P-" 



Quando il moto del corpo si riduce ad un puro molo di rotazione intorno al 
centro di gravità 0, le forze P, Q essendo eguali e di senso contrario, ed espresse da 

^ PQ XPQ' 

2 /S 
avranno il più gran valore possibile quando la distanza PQ è minima , ossia = -.%/-.. 

Il loro valore massimo sarà dunque 

Q-=-P=2\/pS, ed anche qui «^ = à' *PQ"°2' 

EO PE 

20. Limite massimo delle rotazioni ^p^i ^57: intomo agli assi conjugaH 

Pd, Q9. Avvi luogo di cercare questo limite quando gli assi Pd, Qe si trovano dalla 
stessa parte di E&, ossia quando le due rotazioni componenti hanno segno contra- 
rio. E poiché in questo caso il limite massimo dell' una fa conoscere quello delFal- 

PE 

tra, basta cercare il limite massimo di ^p7v> (ciò che toma lo stesso) del rapporto 

PE _ (PO + OE) OQ /'— 6) 

PQ- (PO + OQ) OQ "" ^ef -h «>' 

Se di questo rapporto si prende la derivala rispetto ad u, e si fa =» 0, si ottiene 

to* — 2/a) — ef^O. 

Le radici OQ , OP di quest' equazione, il cui prodotto dee essere uguale ali* ultimo 
termine — ef, sono 



o«-4'V('*?)]' 
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onde, essendo PQ = PO -t- OQ — ^f\/(i "*'?)'•*' 

FP - FO + OP (k/U h- J) , 



FQ 



FO -+- OQ = f\/^l -h'X FP , 



si conchiude che i due punii cercali P, Q si Irovano siluali ad egual disianza dal 
punlo Ft e che quesla disianza è «r FM (fig. 3). E poiché in qoesli punii risulla 

pFQ_F pPF^? 

PQ "" 2 • PQ ~" 2 ' 

possiamo slabilire che: 

In quei pund conjugati P, Q dove U moto rotatorio si ritolve m due moti ro- 
tatorU di senso conirario e del massimo valore, ivi le forse che rappresentana 
questi moti paniaU sono eguali tra loro e dello stesso senso. 

Abbiamo inollre 

EP - EO H- 0P= ^[l 4-? — y/A ^t\] , 



EQ = EO -4- 0Q= f [iH- ^4- \J^i -f-^\l 



e per conseguenza 



2f ^ 2f 



Ciò poslo, le più grandi rolazioni parziali nelle quali si possa risolvere la dala ro- 
tazione 9 rispetto ai punii conjugali P, Q, sono offerte dalle formole 



•^-i[-V(-?)] 



Quando il corpo non ha che un puro molo di traslazione, =3 fiv, la coppia delle 
rolazioni (9, — B) intorno agli assi F&, Q9 dovendo essere equivalente alla velocità 
1; del centro di gravità, e perciò dovendosi avere 

t; -= e.XPQ , 
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è palese che la velocilà angolare e sarà massima quando la distanza PQ tari mi- 
nima, ossia =a - v/— • Il valor massimo di 6 sarà dunque 



e 






e ne* punti P , Q, le forze saranno P = Q =» j*v ^~ = ~- . 

MI* urto di uno de' centri di percossa ¥, Q, contro un ostacolo 

punto fisso, e suoi effetti. 

21. Supponiamo adesso cbe il corpo, nelPatto cbe effettua in un dato istante 
la rotazione Odi intorno ali* asse permanente E0, arti contro un punto fisso con uno 
de' due punti <M>njugati P, Q, e cerchiamo qual sarà il moto cbe il corpo tenderà a 
prendere immediatamente dopo l'urto. 

Estinguendosi nell' istante di contro il punto fisso V una delle due forze conja- 
gate P, Q, l'altra forza equivarrà ad un moto rotatorio cbe tenderà ad eflettoarsi 
intomo air asse permanente cbe passa pel punto fisso. Il moto rotatorio dopo l'urto 
sarà quindi rappresentato dall' una o dall' altra della forze (16) 

P = f*o^-3^QO, O = f*e^.xpo, 

secondocbè 1* urto contro il punto fisso si faccia col punto Q ovvero col ponto P; 
ed in corrispondenza la velocità del centro di gravità O, ossia del moto di trada^ 

P 

tione, diverrà = — , ovvero = — . Ciò posto : 

1^ Quando le forze P, Q sono di senso contrario, cioè P negativa, Q positiva 
e maggiore della forza F, i moti rotatorii cbe queste forze rappresentano saranno 
dello stesso senso, e ciascuno più piccolo del dato intorno ad Ed. I punti P, moven- 
dosi in senso contrario del moto di traslazione, si chiameranno punti posteriori dd 
corpo, « punti anteriori ì punti conjogati Q cbe si muovono nel senso diretto. Se 
il corpo, nel suo rivolgimento, percuote il punto fisso con uno de' suoi punti po^ 
steriori P, il suo moto progressivo in avanti si farà piò celere; e cangerà invece 
di senso e diverrà retrogrado se il corpo percuota con uno de' suoi punti anteriori 
Q: in ambedue i casi il moto rotatorio si rallenta,, e siffattamente cbe quando iJ 
moto di progressione o di riflessione riceve la più gran celerità cbe possa avere, la 
velocità del moto di rotazione si riduce alla metà. 
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Nella ipotesi adunque che le forze P e Q siano di senso coolrariOy i punii P, 
centri di percossa posteriore, sono anche ceniri di progressiome; i punti Q, centri 
di percossa anteriore, sono anche centri di riflestione. 

2® Quando le forze P, Q sono ddlo nesso senso, e perciò ciascuna minore della 
forza F , i moti rotatorii che queste forze rappresentano intomo agli assi QO ^PS^ 
saranno di senso contrario, negativo o di coftversùme intomo a Qd, positivo intorno 
a P0 e maggiore del moto impresso intomo ad E6. Laonde il moto rotatorio del 
corpo, se l'urto si fa col punto P, diverrà più celere, e se Torto si fa col punto 
Q, cangerà di senso: in ambedue i casi il moto di traslaaone si rallenta, e siffat- 
tamente che quando il moto di rotazione o di conversione riceve la più gran cele- 
rità che possa avere, la velocità del moto di fras2aztòfie si riduce alla metà. 

Nella supposizione adunque che le forze P e Q siano dello alesso senso, i punti 
P saranno eentri di accelerata rotazione, ed i punti Q, cettlrt di conversione. 

Possiamo intanto ritenere in generale che l* urto di un corpo eontro un ostacolo 
fisso non può render più rapido V uno de* due moti di tradasione e di rotauome 
che a spese dell' altro. E lo stesso dicasi del pangiamento di senso di ciascuno di 
questi due moti, e Nondimeno è assai notabile, osserva il sig. Poinsot, che un corpo 
perfettamente duro, pel solo fatto del moto che 1' anima, offra ne' sqoi differenti punti 
una certa apparenza di elasticità, in questo senso, che dopo l'urto à possa vedere 
il centro di gravità del corpo riflettersi in dietro, ovvero precipitarsi innanzi con 
una nuova velocità che può essere non solo eguale ma ben anche superiore a quella 
di prima, quasiché nel punto di contatto esista qualche molla interposta.» La molla 
interposta non è altro che il moto di rotazione che nell' urto si decompone e si 
cangia in parte in moto di traslazione, o viceversa. 

De' centri di riflessione e di progressione con data velocità. 

22. Nel rivolgimento del corpo intorno ad Ed, si è veduto che que' punti P ehe 
si muovono in senso retrogrado, ove urtino contro un ostacolo Osso, diventano cen- 
tri di progressione, ossia rendono più celere il moto di traslanone; e che i loro 
punti coniugati Q, i quali si muovono nel senso diretto, divengono urtando centri 
di riflessione 9 ossia fanno rimbaltare indietro U centro di gravità. 

1* Tra i centri Q di riflessione trovar queXU né'quaU, per l'urto, il centro 
di gravità si riflette con data velocità » nv. 

Si tratta di determinare QQ mediante la data relazione: 

n«-_^ ^FQ_, (Q0-4-0F)0Q 

"''" P^ *'pQ""%POh-OQ)OQ' 
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la quale, fallo OQ = a> , si riduce ad 

n = -i*— r — —-. 

Qui si vede che, supponendosi n ^0, il 2* membro dell' equazione non può essere 
uguale al 1^ senza ammellere che le sue radici reali OQ debbano esser posilive e 
minori di f =■ OF. Le radici di colesla equazione , ossia dell* equiyalenle 

(n 4- i) »' — /o) -H ne/' « , 
espresse da 

00 _ f^}/f[f-^n{n^i)e] 
^ 2 (n-H 1) 

manifeslano che il più gran valore di n, coefficienle di v, dovendo verificare la con- 
dizione f — 4n (n -h 1) e = , è 



-K-*V('-9]' 



e che, ove ciò si verifichi» esisleranno Ira O ed F due punii Q capaci di produrre, 
nello sconlro col punlo fisso, la riflessione dala «> — nv. 

2^ Tra i centri P di progressione trovar queUi ne' quali, per l'urto, il cen- 
tro di gravità viene spinto innanzi con data velocità nv > v. 

La disianza OP si determina mediante la relazione dala 

Q (PO -f- OF) PO 



li (PO-f-OQ)PO' 

la quale, fallo PO = g>, si riduce a 

«* -+- /g) 
w* 4- 6f 

Supponendosi n > 1 , affinchè il 2° membro possa accordarsi col 1°, le radici reali 
PO deir equazione debbono risullare evidentemente posilive e maggiori di e, ossia 
di EO; ed essendo espresse da 

*^= 2(;r^rTj 

fanno palese che il più gran valore che possa darsi al coefficienle tt, è 

-ih\/('*91' 
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e tktf ore aò ù Terifiebi, qaeslo probleou eome il pnttàemte ttiu émt luta- 



lo ambedue i problemi le due soIiuhmiì si ridocooo ad aaa aob Bel caso della 
sima Teloetlày ed i rìsollali eoiocidooo eoo qoefli già iroTati. 

De'eemiri éi etmMtnkme e di pia rapidm mauame em émtm 

vdodià angolare. 



S3. Se la rotaziooe del eorpo iolono all' a»e Es n eoocepiiee deeomposta oelle 

EQ PE 
rotazkmi paniali ^ni\^ ^m ^^^ono a doe assi coojogati PO, 09, posti eolrambi 

dalla slesta parte di EO, io tal easo ognano de' paoli P sarà cooie si è Tednlo an 
ceotro di rotaziooe pia rapida, ed ogoooo de'pooti Q sarà ao ceotto di rolazioiie 
retrograda o di eooyersiooe. 

1^ Tra i eentri Q di eompersiome trovar qtutUi ne qnaU, per V urto, la roia- 
uone cangiando di senso si fa con data vdodtà angolare «= — ufi. 

La distaoza OQ si delermioa mediaole la relaziooe data 

.* .PE_, (EO-t-QP)OQ 

'*"' PQ~ (P0-|-0Q)0Q' 

la quale, fallo OQ ^ » , si riduce a 

-_ '(" — / ) 
6»-^ ef 

Suppooeodosi n>0 , afOnchè \i sia concordia tra il 1^ e il 2® membro, le radici 
reali OQ debbono evidentemente risaltare positive e maggiori di ^ =» OF ; ed es- 
sendo espresse da 

e:±=^e[e~4n(nH-i)/] 
^ 2n 

manifestano che il più gran valore che possa darsi ad n, coefficiente di 6, è 

2* Tra i centri P di più rapida rotazione trovar queUi ne' quaU , per V urto, 
la rotazione si fa con data velocità angolare nd>-0. 
La distanza PO si ottiene dalla relazione 

^ ^EQ (EO-kOQ)OP 
'*^^^P0^^PO-hÓQ)OP' 
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la quale» fatto PO ss « , si riduce ad 

et» -h ef 

«•-4- ef 

Sapponendoai n^l» affinchè il 2* membro possa riuscire uguale al 1% le radici 
reali PO dovranno essere positive e minori di e s= EO; ed essendo espresse da 

^ «=fc,/e[<-4n(n-l)/] 

2n 

fanno manifesto che il piik gran valore che possa darsi ad n» è 

Ciascuno de' due problemi ammette adunque due soluzioni, le quali si riducono ad 
una sola nel caso della massima velocità. 

Effètti dM'wio éi uno qualunque de' centri di pereotea contro 

un punio massiceio, e viceversa. 

24. Chiamo punio massiccio un punto in cui s'intenda concentrata una datn 
massa. Girando il corpo intomo all' asse permanente Ed colla velocità angolare 6 , 
dui^ punti conjugati qualunque P, Q si possono riguardare come due punii mae^ 
sicd (17) 

OQ PO 

'*PQ' '^PQ 

animaii dalle velodià 9.XEP , 9.XEQ, colle quali si muovono nello spatio come se 
fossero affatto liberi ed isolati. Ciò posto, se il corpo venga ad urtare col punto 
Q un punto libero in quiete di massa m=»fifA, la comunicazion del moto si farà 
(secondo la legge ordinaria dell'urto) come se si trattasse dell' urto tra un punto di 

PO 

massa *=» fx p^ animato dalla velocità B AEQ, ed un punto di massa n^n che è in ri- 
poso. Ne segue che la velocità u di questo punto dopo l'urto sarà 

^PQ'^^^Q e.XEQ.PO.OQ 
"""TO (PO + nPQ).OQ • 

Tom. TlI. N. 5. 31 



242 ANMAU m MATEMATICA 

ossia, ponendo OQ = « , 



u = 



(il H- 1) ef-^iué* 
Se qui si fa suecessivamente m = t » =» OF = ft risalta in corrispondenza 






fi + i n 



e-hf 



donde si conchiode che, sebbene il centro di gravità O ed il centro di percossa P 
percuotano colla stessa quantità di molo, = fiv, nondimeno la velocità comunicala è 
maggiore nel .secondo caso in cui il punto libero é percosso da una massa più pic- 
cola, animata da una velocità piò grande. 

Non è bisogno di avvertire che, a quel modo che già si è fatto per l' urto con- 
tro un punto fisio, si possono cercare quali tra i centri di percossa P, Q sono ca- 
paci di trasmettere a un punto massiccio la massima od una data velocità, sia nei 
medesimo, sia nel contrario senso del moto di traslazione del corpo. 

25. Supponiaaso adesso che il punto massiccio m «^ iifi, animalo dalla velocità 
tf, venga invece ad urtare il corpo in riposo, secondo una direzione che incontri in 
Q la linea EF de' centri di percossa, perpendicolarmente al piano degli assi perma- 
nenti 9EF. Chiamata w la velocità del punto Q dopo 1* urto, questa velocità dovendo 

PO 

esser quella che si trasmetterebbe ad un punto libero in quiete, di massa = ii^ti* 

urtato dal punto m di velocità u, avrà per espressione 

nuu PQ 

»== ^n^**" " 

11^ + ^^ P04-»PQ 

Il moto istantaneo del punto Q, consideralo come centro di percossa relativo airasst 
permanente Pd, rappresenta intomo a quesl* asse un moto di rotazione la cui velo- 
cità angolare si avrà dalla nota relazione 

B'XPQ == w , 
e per conseguenza sarà 

nu 

X(PO+nPQ)' 

Ponendo 0Q=»&>, e sostituendo PO => —ri- » le due espressioni di w e di dì- 
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venlano 

S -h fxXV 

W = nU- 7775 ry-s- t 

(fH- 1) S H- llfxXV 

Xu> 

La velocilà t; del cenlro di gravità sarà 

S 

V =. 0.XPO = nu- t7q—, ^ni 

(n -h 1) S -+- n/xX*tó 

e nel punlo Q esisterà la forza 

PO PO 

= f*pQW=fXp^.OPQ = ^» = »if* (tt — w) 

eguale a quella del cenlro di gravità 0, ed alla forza perduta- dal punto massiccio m. 
Cosi conosciamo tutte le formolo che rappresentano, dopo l'urto, il moto di tra- 
slazione e di rotazione del corpo; ritenendo per altro che dopo l' urto il punto mas- 
sicio m non rimanga attaccato al corpo per formare un sol tutto con esso. 

COROLlÀRll. 

Supponiamo che nel punto massiccio m, mentre si conserva costante la quantità 
di moto mu, diminuisca la massa m = n^, ossia n, crescendo netta medesima prO' 
porzione la velocilà u. Considerando 1' espressione di t; e di si scopre : 
1^ Che, sotto r impulso della slessa quantità di moto 

q => itfx.tt , 

il corpo urtato fi prenderà un moto di traslazione (fiv) ed un moto di rotazione (S0) 
tanto più rapido quanto più piccola nell'urtante sarà la massa tifi e proporzionata- 
mente più grande la velocità u; e che i limiti superiori a cui si accostano v e B^ 
al diminuire di n^ sono: 

q Xw 

fi ^ b 

2^ Che, rimanendo costante tanto la massa m quanto la velocità u del corpo 
urtante , gli effetti dell* urto saranno diversi secondochè sarà diversa la distanza a 
tra il centro di gravità ed il punlo urtato Q. Se, si ha co = , cioè se 1* urto 
è indirizzato precisamente al centro di gravità, il corpo non riceve che un solo moto, 

il moto di traslazione il più grande possibile, == — X— -. 
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Scostandosi la direzione del medesimo urlo dal cenlro di gravità, il moto di tra* 
slazione scema indeOnitameute, se non cbe nasce e vi si accompagna il moto di ro* 
tazione che cresce fino ad un certo segno, al di là del quale diminuisce anch'esso 
indefinitamente. Il punto Q dove il moto di rotazione prende il massimo incremento, 
è separato dal centro di gravità per la distansa 






ed in questo punto il moto di traslazione si riduce a r-r-^ — rr • cioè alla metà di 

2 (n -h 1) 

ciò che era al centro di gravità sotto l'azione del medesimo urto. 

Che se, mantenendo costante nell' impulso la quantità di moto {q (=> nfiu), si vo- 
lesse che la forza Q trasmessa al corpo conservasse lo stesso valore al variare della 
distanza OQ, basterebbe assoggettare le variazioni di n e di u alla seguente legge 
di mutua dipendenza: 

( n (S -f- f*XV) = cost.= C 

nf* fi C 
in virtù della quale la forza Q avrebbe per espressione 

Alia costante arbitraria G si può dare evidentemente un valore qualunque positivo. 
4® Che, decomponendo la forza Q in due forze parallele E, F, applicate ai punti 
coniugati fissi E, F, le componenti sono espresse da 

^ ^ EF ^ S -+- f^T ' 

Se facciamo crescere &), e variare n ed u conforme alla legge {l) , la forza F cre- 
scerà senza misura, e potrà produrre, incontrando un ostacolo, una percossa grande 
quanto si vuole^ Cosi 1* effetto di una martellata contro un dato scopo, può rendersi 
più grande mediante una opportuna interposizione di un corpo tra lo 'scopo ed il 
martello 
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Formole che rappresentano le proprietà dinamiche de' centri di percossa 

in funzione deUe loro coordinate. 

26. Per le forinole stabilite da principiò, ove sia data la direzione Imn di un 
asse permanente Ed» la sua distanza dal centro di gravità 0, ed il moto istantaneo 
di rotazione {$dt) intorno fil medesimo, tntto il resto rimane determinato. Cosi il cen- 
tro di percossa F si ha dalle coordinate 

a = = [N cos (yv) — M cos (zv)] » 

e 

6 = =; [L cos {%v) •— N cos {xv)] , 

e =a = [M cos {xv) — L cos (yv)]} 

ed il piano degli assi permanenti dairequazione 

(Mn — Nm) « -h (W — Ln)y 4. (Lm— MI) «= , 
essendo 

L = Ai - C'm - Bn , M = Bm - Mn -^ C7 , N = Cn — VI — A'm. 

Questo piano, segando l'ellissoide centrale 

A«'-h By*-f- C«*-l- 2 (A'y» + B'z«-4- Cxy) = cost. 

vi segnerà un'ellisse, che diremo Mese centrale rispetto al detto piano. 

Essendo in nostro arbitrio la scelta degli assi rettangoli Oo;, Off, O2, prenderemo 
per Ox, Oy gli assi principali dell* ellisse centrale, i quali hanno la proprietà di sod- 
disfare alla condizione 

C/«/«ydfx = 0, 

ed in questa ipotesi cercheremo le formole che ci occorrono. L* equazione deir ellisse 
centrale sarà ciò che diventa V equazione dell' ellissoide ponendovi 2 = 0, C = 0, 

AD 

e l'arbitraria co8t.«= — ? vale a dire sarà 

Aaj*-hBy*== — . 
L' asse Oz, perpendicolare in al piano degli assi permanenti, avrà la direzione Ov 
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itel molo di traslazione. Ma la linea Ot; essendo, in forza delle premesse» perpendi- 
colare alle direzioni Imn, LMN delle due retle Od, OG, assi della rotazione Q e 

della coppia risullante Gd, si avrà necessariamente n = , N == 0. Ora N = si 
riduce all' equazione 

A*!» H- B7 = , 

che serve a determinare la direzione Im degli assi permaneiiti cbe appartengono al 
piano xy. 

Per questa scella degli assi Ox, Oy, Ox, l'espressioni di L, M, G, S si riducono a 

L = A/ , G'= AVh- BW, 

M = Bm , S = Af -h Bm*. 

L'equazione La; -f My = 0, che rappresenta la linea de' centri di percossa EF« 
conjugala alia direzione Im di 09, diviene 

Xlx -h Bmy = ; 
donde 

/ m 1 



— By kx v^(A V-4- BY) 

e si ottiene espresso in x, y il rapporto 

G' A'r+B'm' ^ AB(a^+ l^) 
S ~" A/*H-Bm* Aa^+By» * 

cbe deve sussistere dovunque si prenda il punto xy sulla linea EF. Se supponiamo 
che questo punto segni sopra EF l'eslremità dì an semidiametro R dell' eUìase cen- 
trale Il (A«*+ ^) =» AB, cosicché risulti R*== «*+ y*^ il rapporto precedente di- 
verrà = fxR*. Ciò posto, la legge 

fxEO.OF=.,xPO.OQ=^ 

onde sono conjugati a due a due i centri di percossa (15), acquista la forma latta 
geometrica 

EO. OF = PO.OQ = R*. 

27. Supponiamo in secondo luogo che xy dinoti un ponto qualunque Q di EF, 
ed x^y^ il punto P conjugato a Q. Sarà 
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Di qui, se si pone mente a 

qP_ PO.OQ -^ G' — AB 

si raccolgono le seguenti relazioni de' punti coniugali 



AB AB 



(1) aj.= _a5-_— g-^, y, V ^ ^Xx' -^ By') 

(2) il (kx,x -+- Bt^.y) -+- AB = ; 

PO OQ PQ 



»\ > 



(3) 



AB /x (A«' 4- Bi/") /x (A«*H- By*) 4- AB ' 



nelle quali è lecito di alternare le lettere Xy y, Q colle lettere a;, , y, , P. 

Quando il punto Q, xy, coincide col punto F, a6> e per conseguente il punto P 
col punto E, si avrà 

f_OF li (Ao'+ W ) 
«""EO"" AB 

28. L* espressioni delle coordinate a» b del centro di percossa F, che si sono ri- 
portate qui sopra , si mutano nelle 

a = — pN= — jprBm, 

6 

ò=jrL=-pA/, 

le quali possono servire a darci le compónenti L.9, M.d della coppia ctie nasce dal 
trasportare la forza F dal punto ab al centro di gravità 0: 

Ale == ¥b , Bme = — Fa, 

non die i valori della rotazione 9 è della direzione Im del suo asse: 

29. Ora è facile trovare TespressioDi delle velocità e delle forze de* punti con- 
jugati. Sia xy un punto di un asse permanente qualunque Hd che incontri in H la 
linea EF. La velocità U del poalo xy si comporrà evidentemente delle due 
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YeloeìU 

F 

dovale al moto di Iraslazione di O, ed al molo simiilUuiieo di rouunone intorno 
ad 09. Dalla geometrìa analitica si ha 

OH sen (0/) = I jf ~ mx. 

Se in w^ {ly — mx) aostitoiamo l^Ba — ^m^:' — ^ » otterremo 

F 



•*=ÀB 



Uax + BòyV 

E poiché U = V + V » sarà 

U-= j~ |>(Aa« 4-B6y) 4- AB]. 

L'asse Ed, per ogni ponto del quale U => 0, avrà per equazione 

fA(Aad;+Bòy)+AB» 0, 

la qaale servirà in generale a far conoscere un asse permanente di col sia dato il 
centro di percossa (a,b). 

30. Se il corpo animato dalla coppia Gd «= ria (L, 11)0» non ha che un puro 
moto di rotazione intorno ad 00 » la velocità U sarà ciò che diviene ti=(^— fiix)0 

L M 

quando vi si fa ^ *» j t *>* "="5 > ^^ ^^^ 

U-j^(LB0-MA»). 

31. Denotando per U, U, le velocità de* punti conjugati Q» P» ossia de' ponti 
^y^tVi» le loro forze (17) 

ove siano espresse in funzione di Xf y, diventano 

^ fx (Ago? -f» Boy) + AB 
^"^ f*(A«*-4-B«*)4-AB* 

P _ P fx [ Ac (a? - g) + By (y - ó)] . 
fi (Aaj'-f- By") + AB '■ 
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e nel caso che il corpo sia animato dalla sola coppia G.9, 

L'equazioni precedenti contengono la soluzione della questione: Essendo dolo un 
piano di assi permanenti, e con esso l'ellisse centrale che gU corrisponde, presi 
per assi coordinati Ox, Oy gli assi principali di quest'ellisse, trovare le formole ana- 
Uticke che riguardano le proprietà geometriche e -dinamiche de* centri di percossa* 
Neir articolo seguente si applicheranno queste formole ai punti de' piani principali 
relativi al centro di gravità, e per questa via diretta si ritroveranno i risultati di 
Poinsot su tale argomento. 

Proprietà geometriche e dinamiche de* piani principali 
relativi al centro di gravità. 

32. Ritenendo che l'equazione fi (A«*-4- By*) == AB rappresenti 1* ellisse centrale 
di uno qualunque de' tre piani principali relativi al centro di gravità, l'equazione 

A'm -f. B7 = , 

destinata a determinare la direzione Im degli assi permanenti che appartengono a 
questo piano xOtff si riduce ad una pura identità, per la proprietà caratteristica che 
hanno gli assi principali di rendere A'^s , B's» , G'» 0. 

Ne segue che, nel detto piano principale, ogni retta Lx + My «a Q che passi pel 
eentro di gravità si può riguardare come una linea de* centri di percossa, con- 
jugata ad una serie di assi permanenti paralleli tra loro, aventi la direzione {Im): 

, L M 

Simihnente, una retta qualunque dello stesso piano 

si può riguardare come un asse permanente 

ft{kaX'hBbyì +ABeaO 

che ha il suo centro di percossa nel punto (a, b) determinato dalla doppia propor- 
zione 

Aa^Bò^AB 

Tom. VII. N. S. 32 
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e la sua direaooe ìm defemiiiiaU da 

eoD ehe si farà por nota la eorràpondeBle linea de' centri di pereoasa. Ale -h Btmf - 0. 
Ad ogni ponto Q, {xff)f del piano eorrispooden on ponto cooiogato P, (flB|]ft); e 
la ìtfgt onde i doe ponti P, Q sono coojogati tra loro sarà espressa dar 

PO.OQ « R*, 

doTe R è fl semi-diametro che nell'ellisse centrale ha la direzioDe di PQ, e cbe 
per consegoensa yaria di grandezxa con qoesta direzione. Tra i ponti P» Q avranna 
loogo le relazioni (1), (2), (3) trovate soperìormente. 

33. Sia data ona retta qoalonqoe 

(E6) p(Aa{ + Bfo) + AR«0 

avente il centro di percossa (a, b) nel ponto P. Le lettere |, n dinotano le coor- 
dinate del ponto corrente sdla retta E$. Consideriamo in questa linea E$ pia ponti 
(a', b% {a\ b") etc. 

Gli assi spontanei cbe hanno i centri di percossa in qoesti ponti saranno dati 
dall' equazioni 

M(Aii'J+R6S,)-t-AR=0, fi(Aa"{-hB6%)-HAB=-0, 

totte verificate dal centro di percossa (a* b) della linea EB. Donqoe: 

1® GU asti die hanno i centri di p ereo u a sopra una retta, pasmno tuffi per 

nn medesimo punto, pei punto (he è U eentro di percossa di questa retta; 

T* Vn asse che abbia il centro di percossa ndla interstnone di due o pia 

rette, dovrà passare per i centri di percossa di queste rette; 

3® Viceversa : Ogni retta che passi pd centro di percossa di un asse, aere ii 

suo eentro di percossa su quest* asu. 

34. Dato, intomo alla retta arbitraria 

(Ed) fx(Aa£ + B^) + AB»0, 

il moto rotatorio {Odt) rappresentato dalla forza F del centro di percossa {a, b)^ fro» 

vare di qual percussione Q sarebbe capace un punto qualunque {x, y) dd piamo 

principale xOy. 

^^ Sia M il centro di percossa relativo alla retta FQ: 

questo punto M dee cadere sull' asse E0. L'asse perma- 
nente che ha il centro nel punto Q od o^, passerà per 
M , e sarà 




(HO') p (A»? -h Bf«) -H AR =- 0. 



PURA ED APPLICATA. 251 

Questa retta sia incontrata nel punto (a', b') , che nolo per (y, da FQ. L' asse die 
ha il centro di percossa nel punto Q',{a'b') , intersezione delle due linee FQ , MQ*, 
sarà la retta MQ che unisce i centri di percossa M, Q di tali rette, e si avrà 

(MQ) fx (Ao'aj H- Wy) -+- AB = 0. 

Ciò posto, la forza F che nel punto (a, b) rappresenta il molo rotatorio del corpo 
intorno ad MEd, s' immagini decomposta in due forze parallele Q , Q' applicale ai 
punti («, y), (a', b) 

le quali rappresenteranno due moti rolatorii parziali intorno ad MQ', MQ, equiva- 
lenti ai moto totale intorno ad MEd. Ne segue che, ove la forza Q sia distrutta Del- 
l' incontro di un ostacolo o punto fisso, resterà nel corpo la forza Q', che rappre- 
senta un puro moto di rotazione intorno alla retta MQ passante pel punto fisso Q. 
Il problema sarà quindi risoluto, losiochè siano determinate le due forze Q,Q'in 
funzione delle coordinate x, y del punto Q. 

Per la teoria delle forze parallele si hanno ìe 

F = Q + Q' , Fo « Q« 4- Q'a' , F6 = Qy -h Q'b\ 
alle quali conviene aggiungere la (MQ), ossia 

fx (Aa'x H- Wy) H- AB -= 0. 

Se in questa moltiplicata per Q, si sostituisce 

Q'a' ^ Fa — Q« , Q!b'^Fb — Qy, Q» = F - Q 



* M M * 



SI Ottiene 



fx {kax -h B%) H- AB 
^~ f* (A«*-+- By') 4- AB • 

e quindi Q', = F — Q,sarà 

ni p p[Ag(g— a)+By(y-fe)] 
^"''^ fx (Aa^-h By*) -H AB 

Questa forza Q^, trasportata dal punto (a', b^) nel centro di gravità 0, darà una cop- 
pia composta delle due (28) 

A/.9' = Q* « Fó — Qy , Bm.e' « - Q'a' = — (Fa— Q«), 
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dalle quali si trae 

yf p fig (òx -^ gy) — B (y — ò) _/>i_p Py (^ — ay) H- A (g >- a) 

MA?+BÌprrAB ' *" "~' I* (A«'-f- By») H- AB ' 

« cosi, dopo r urlo, conosceremo con qaal velocità angolare ^ il corpo tenderà a gi- 
rare intomo alla retta MQ avente la direzione Im. 

35. Tfùvare dò che diventano le formale precedenti quando il corpo non è 
animato che da una sola coppia G.9 » m. (L, M) B. 

Il piano della coppia, perpendicolare al piano «Oy, è dato dall'equazione LJH-My-O, 
la quale si può anche riguardare come rappresentante la linea de' centri di per- 
cossa £F. La direzione di questa linea, siccome perpendicolare ad OG, è espressa da 

cos(«/)«=^^, sen(«/)s«g. 

Ritenendo che al punto Q (d$, y), considerato come centro di percossa, corrisponda 
r asse MQi , si conduca per Q parallelamente ad EF la linea QQ. (fig. 4) fino ad 
incontrare in Q, (a„6,) la retta MQ|. Supposto M il centro di percossa della retta 
QQ(, la MQ sarà l'asse che ha il centro di percossa nel punto Q^, e si avrà 

(MQ) li (Afl,« H- B6.y) 4- AB = 0. 

Ciò stabilito, si concepisca la coppia G.9 trasportata parallelamente a sé stessa, e 
rappresentdta da due forze Q, — Q, applicate ai punti Q, Q,. Rispetto ai moti di 
rotazione intorno alle rette MQ,, MQ, rappresentati dalle due forze Q, — Qt, si po- 
trà ripetere ciò che si è detto qui sopra. Fatto QiQ =» h , avremo 

G.O ss Q.hf h cos (xf) <= 0? — a„ hsen (xf) e» y _ 6, ; 
onde 

L0=G«sen(«f)=Q(y-.ò,), 

Me = — G« cos («/) -= — Q(« — e,); 
e conseguentemente 

Qa,=.Qa?-4-M5, Q6,=»Qy — LO. 

Sostituendo questi valori nella (MQ) 

fi (Aa.x + Boy.) + AB » 

moltiplicata per Q, otterremo primieramente 

fx(LBy-MAx) 
<^=%(Aa.«+By*)+AB^-«- 
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e poscia, dìstrtiUa per Tarlo la forza Q, si avrà la rotazione 0, intorno ad MQ tra- 
sporundo la Q,» — Q dal punto Q, (a„ 6,) al ponto 0, e. si otterrà 

Afó,= — Q6,« U — Qy, BmO, — Qa, = Me H- Q« , 
donde 

^i ti(La?-f-My)g-f-B L __ ^ fx(La?H-My) yj-AM 

'^'"^ ^ (Aa^'-h V) 4- AB ' '"^•"' ^ ^ (A«'H- BirTTAB ' 

36. Si è veduto che qualunque sìa il punto Q od (a?»y) del piano principale, 
a questo punto corrisponde sempre un punto coniugato P {x^, y,). Richiamando l'e- 

PO 

spressioni in a; , jf tanto della velocità U del punto Q , quanto del rapporto ^^, 

si scopre che la formola or trovata in x^ y per la forza Q, è precisamente quella 

PO 

che esprime il prodotto U. fi 5^ . Dunque il valore della forza Q è pure espresso 

PO 
daQ-U.pf^ 

Per la medesima ragione, se U, è la velocità del punto P, la forza di questo 

00 
punto avrà per misura P «= U^.^i^; e, ciò che è notabile, se questa forza si espri- 
me in funzione di re, jf, la sua espressione è identica a quella della forza Q'. Le 
forze P e Q' sono adunque uguali tra loro in grandezza, benché siano forze di punti 
diversi (a;,, y,), (a', 6'), e rappresentanti di moti rotatorii diversi intorno ad assi che 
8* incrociano nel punto Q. 
Le formole 

PO p IT ^ 

esprimono la seguente proprietà generale de* piani principali relativi al centro di 
gravità. 

Quando un corpo gira sopra una retta situata ad arbitrio in uno de* piani 
principali (T inerzia, se si vuole conoscere di qual percussione sia capace un punto 
qualunque Q di questo piano, basta determinare il punto P conjugato a Q : ì due 
punii conjugati percuoteranno come due punti mcasicd che si fossero spartita tra 
loro la massa intera del corpo in ragione inversa delle loro distanze al centro 
di gravità. 

Ne* piani non principali, questa proprietà non sussiste che pe* soli punti conte- 
nuti nella linea de' centri di percossa, e nella sola ipotesi che la rotazione avvenga 
intorno ad uno degli assi permanenti di esso piano. 
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37. Trovairef in un dolo piano principale, U luogo de* punii capaci di una data 
percumone Q^anF. 

L' equazione in x^ y del valore di Q , facendovi Q «= nF, diventa 

e rappresenta un'ellisse simile all'ellisse centrale. Se l'origine delle coordinate sì 
trasporta nel centro di questa ellisse, ponendo 

. a b 

2fi 2fi 

e se SI richiama il rapporto ^-^ — Yn =" > cotesta equazione si muta nella 

AB 



^-'''fi+S-i- *-<»-*'• 



Affinchè questa ellisse riesca reale, si richiede evidentemente che il massimo valore 
del prodotto 4fi (n - 1) non ecceda {. Ne segue che i più grandi valori di fi debbono 
ricavarsi dall' equazione -^ — 4n (n — 1) => 0, e sono 



-lhv(-f)] 



Qnasti valori corrispondono alle coordinate S^sQ, yi^^^O^eper conseguenza ad 

a _ b 

che determinano due punti sulla linea EF de' centri di percossa. Dunque : 

In un piano principale, i punti capaci della massima percussione si trovano 

sulla linea de' centri di percossa, relativa all' asse spontaneo di rotatione E9, come 

ne^piani non principali. 

Se il corpo non avesse che un puro moto di traslazione , vale a dire se fosse 

a ss , 6 =3 0, (ciò che rende f =3 0), risulterebbe 



«V(g-f-j-j=n(l-n), ed 



ii<l, 



cioè la percussione di cui sarebbe capace un punto qualunque 9 riuscirebbe sempre 
inferiore a quella del centro di gravità. 

La stessa ricerca può farsi quando il corpo è animato da una sola coppia Gd» 
e si arriva a conclusioni simili. 

38. Siccome in un piano principale ad ogni retta corrisponde un centro di per- 
cossa, e viceversa, cosi ad una curva considerata come inviluppo di rette corrisponde 
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un* altra curva, luogo de* eentri di percossa di tali rette. In queste due curve, che 
diremo correlative, le tangenti sono coniugate a due a due per modo che il punto 
di contatto dell' una è centro di percossa delV altra. Infatti nell' una delle due curve, 
r intersezione di due tangenti che tendono a confondersi in una sola, deve essere il 
centro di percossa di un asse il quale, nell'altra curva, passi pe* centri di percossa 
di tali tangenti, ossia per due punti di questa curva che tendono a riunirsi in un 
punto solo. Passando ai limiti, si hanno in sostanza due tangenti correkuive nelle 
quali il punto di contatto dell* una é il centro di percossa dell' altra. 

39- Data Tequazione di una delle due curve correlative, per passare a quella 



dell* altra giova rendere omogenee le coordinate cartesiane, scrivendo 



(^■Ut) 



«Otto la condizione di fare negli ultimi risultati 2 =s 1 , (= 1. Per questa conven- 
zione si potranno scrivere sotto la forma seguente 

le due equazioni 

«j4-l3n-i.y=»0, fi (A»? -h Byn) + AB = 

che servono a collegarc una retta ecfiy col suo centro di percossa xy%. Cosi dato il 
centro di percossa xy%j la retta a^ che gli corrisponde è 



B' ^-h , 



y.= -; 



e viceversa, data la retta a^, il centro di percossa xyx che le corrisponde é 

a; = B« , y s=s XeCf % =a fiy. 

Laonde, se i punti successivi di una linea tf (re, jf, 2,) = 0, sì riguardano come 
centri di percossa di altrettante rette o^y, queste rette invilupperanno un' altra linea, 
la cui equazione in coordinate «, |3, 7 di rette sarà f (Bot, A|3, /uiy) =a Q. 

Si sa dair altra parte {Memoria sui sistemi semplici delle coordinate, inserita 
nel voi. Ili serie II delle Memorie delle Scienze dell* Istituto di Bologna, an. 1863) 
che in una linea ((ay^^y) = riguardata come inviluppo di rette, data una retta 
tangente ajSy, il punto di contatto xyx in coordinate di punti è 

x-^ v=^ i^^- 

• quel modo medesimo che in una linea f (& n, () ca riguardata come luogo di 
punii, dato il punto di contatto (nC, la tangente a^y in coordinate di rette è 

"-«• ^-ST' '-d?' 
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Con questi prìncipii» daU in un piano principale 1* equazione di una delle due 
curve, correlative, sia come inviluppo di assi, sia come luogo de' centri di percossa» 
si troverà nel modo più diretto V equazione dell' altra. Per esempio , sia data in 
coordinate di punti l'ellisse 

La tangente a^ nel punto £v)C è 

Il centro di percossa xy% 4M>rrispondente a questa tangente, si avrà da 

Se neir equazione della curva si sostituisce 



^ .^^-.X=o 



avremo la nuova ellisse 



cB* bA Cu* 

correlativa della prima, vale a dire, in queste due ellissi le tangenti sono coniugate 
a due a due per modo che il punto di contatto dell' una è centro di percossa dell'altra. 

Ili 

Se si prende a =-^^ b =a -r-, e =-f le due elfissi si confondono con quella 

D A fi 

che si è chiamata l' ellisse centrale. Neil' ellisse centrale adunque una tangente ha il 
centro di percossa all' estremità del diametro che passa pel punto di contatto. 
Similmente data fai parabola 

ti*— «pK «= 0, 

sostituendo J = , *j=v> C=» — ns » 

1¥* A pB 

si avrà la nvova paraboht 

X 

correlativa della prima. Se si fa p »* -^, le due parabole coincidono in una sola , 

la quak possiede la proprietà che le tangenti di un ramo hanno il centro di per- 
cossa sull'altro ramo. 
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RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS 
DU CINQUIÉME DEGRÉ 

Pa* MICHAEL ROBERTS. 



J 



ai publié dans quelques Mémoìres insèrta dans le <c Quarterlj Journal ofMa» 
themaUcs » un examea des propriétés principales des fonctions fondamentales dea 
diffcfrencea des racines d'une équation du cinquième degré, quand ces fonctions sont 
exprìmées par les coefficients de l'équation. Dans l'article actuel je me propose de 
les considérer sous un autre rapport, savoir, quand on les regarde comme dépen- 
dant immédiatement des racines elles-mémes. Ces deux manières de les enyisager 
sont n^cessaires pour ayoir une connaissance parfaite du sujet dont il s'agit , et 
nous conduisent aux résultats qu il serait pénible de trouyer par d'autres mojens. 
Si a, fiy y, 9 sont les racines de l'^uation 

on sait qu'on a 

«;{(«-7)(M)+M){P-7)l X {(«-^)(7-a) + M)(/-P)} X {(*-#)(a-7H«-7)(a-p)} 

« - 433(00^^4 + ^i^^3 - ^(fi\ - «!fl4 - flj)- 

Je vais maintenant chercher des résultats semblables pour IVquation du cinquième 
degré 

<ioX*+ 6a,x*+ iOa^+ ioa^+ ui^x + a5 « o 

Tom. Vn. N. «. 33 
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et d'abord je rappeleraì le tableau suiyant de fonctìoiis des diS'éreiices des racines 

de cette équation, qui se trouve dans mes anciens Mémoìres, 

H -aj -a^^ , I = «0^4 - 4a,a3-f3a2, J = ao«a«4 + ^'i^a^a - affl\^ a\aif-a\ , 

K «4(00^4 - 4(<i,<i3 + sa^K^ias - ka^(^ + wj) - (flo^s - 3«ifl4 + ***«3) 
L - aJ(aJ-Hfl3«5)+3ao«i(fla«5-^3«4)+tóo<ia(flJ-«*a4)+««I(«J-^ifl5)+8flIfla«4-^ 3aJ-8fl,aJa3j 

4- kcL^^ajiffli + si£ioaaa'a4 + iaja^4a^- ajaj +«</»!<' J-<»J«*« J- •'»</»J » 
T - (a^^s - ^0^304 - a J<i5 + a,<ij + a^a^^ - «J^s)' 

-3(aoaaa4 +2a,aa«3-flo«ì-^!«4-^y(flo«3«5-<»o(«J-^ifla«5+«i<»3«4+«l«4-fl*«J) • 
fontes ces fonctionb sont lìées par les équations suiyantes 

fl.R- P - pJ* - flL - HK , floT- RH + (3L - V)J 
L* - 4HT + K(HI + floJ) + I(«iJ*+ «IL - P). 
Si a, ^, /y ^, e sont les racines de Téquation dònt il s'agit, posons 

I.- (P- rW - «)•+ (P- «)'(r - «)*+ (P - «)*(y - *)' 

I.- (« - y)«(d - .)V (« - d)»(y - t)\ (a - .)•(/ - Sf 
Ij- (« - P)'(a - €)'+ (a - d)'(P- c)V (a - e)»(P - *)» 

I4- (« - my - «)•+ (« - r)'(P - «)'+ (« - «)*(P - yY 
is- (« - 0)'(y - «)•+ (« - y)'(P - *)*+ (« - *W - y)* 

et l'oQ trouve facilement la relation suiyante 

«J(I,+ I.+ l3+ Vl5)-W0l (1) 

Posons encore 

J.-{(M)(r-«)+(P-«)(H)l X {(^K«-.)-KP-)(M} x {(P-r)(«-*WM){«-y)| 
J.-{M)(y-'H«-«MH)} X {(«-r)(«-«W«-«M*-r)| x {(«-7K«-*)+M)(«-y)} 
Js-|(«-^)(P-«H«-«)(M)} X U«-P)(*-«)+(«-«)(*-^)} X {(«-PK«-^MK*-^)| 
J«-{(«-r)(P-«HM(P-y)} X |(«-^)(y-.H«-»)(y^)} x {(«-0M«-yK(«-)')(«-P)l 
J5-{{«-r)(MKM)(P-y)} x {(«-^Ky-a)+M)(y-P)} x {(«-P)(a-7W«-7)(»-0)} 

et l'on a 

<iJ(J,+ Ja+ J3+ J4f J5) = - 6OO0J (2) 

Partageons maintenant les racines a, 0, /, d, e en cinq groupes contenant chacun 



qnatie 



qw 



(« 

£■ tnitaMt 
tatmer le* 
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disdactes; ea ne couààénat qae le graipe (fi, j, i , t) fonaons 

et la ladae qni reste (a) na tenae {m -§)*{*— ff(i — tf : il est 

tds teiacs ezistcnt, doat la we ea JAignaat par N, oa peot éoùe 

lainiiinaunt d'ane asaAre seablable let aatret groapes , oa peat 
hmttàaat H, , Ha , II4 , Hs > qai ea toIb de la lot de lear lonÈatàam 



(P-««P-7W- 



«r* (P- rfCP -*««-*)'* (P- Vtf—n«-7f 

«r* (7 - P«jr -•««-*)•* (7 - Vb- - ^V - fi* 

.)»+(»- iiH» - 7r# - «r* (»- «)^» - *rp - Tf 
.)«* t* - m» - «H« - jv* (* - 7) V - «» - pr 

(t - ^. - pf(, -*)•+{.- «)ìt - 7rt? - af +(.-.)«(.- W -7f 
' (.-p«c-7ff.-a)'-(£-P)^.-*ft.-7)*-(« - 7)ì« -*)"<«-«•• 

Lcs qaaatitéc R, , H, , &e. soat itquùtt poar dé teiMa er la 
dioB E t*i ipiJMi par les ndact a, ^ ^, ), (. Cette Caactiaa est aaiqae 
à-diic e est b aeale CoactkiB, des dilKntJt$ des raòaes qai est da 
par rapport aax '■"*'■'■»«, et da dn a ii> w < itgté par lappoit «ax 
dì* qae le MMlae des fattinas des dilli& ea ies des ladaes, da 

et da iViiiÌMi degré par n^tpattaai 
loates l e pié se al ées par la foiaHle 

SHK • flL • f P - xJ* . 
*f •« t< Z ^O"* àn btUm% aBMériqacs oadcoagaes. Or traare 

1 crt Tuàp m t ém coiamat Inenie et a Boas déàgaoe s par ftx -^^ ÌLj ce 



doBlk 



: CCK— 



P" 
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alicJJi, + pj Jf , + 7J3N3 + aj4N4 + asNs) - s X io*R'. 
Si ««^9 on tronye 

«:(-y)'(«-»)>-')* U«-y)*(MM«-)*(H)*+(«-»)»(y-«)Mr-^(>-«)'{MT- - «^«- 

Si a B P 9 7 » a alors 

«J{« - yWr - «)*(« - e)* - - «OOOOR , alt{a - 7)»(7 - f)»(« - f)*« ioomR' , 
en sorte qne si IVcpiatioii donnée a deux radnes doables, la radne simple (e) a 

Qaant k la fonctioii L je troave la formule sniTante 

1000(1*- »L) - 

(« - «'(y - 9^y - tfi» - .)V (« - yf^ - Sf(^ - ir (è - .)' 

+ (« - m - lYi? - «r(y - «)*+ (« - «m - r)*(P - *)*(r - «T 
«: X { + (P - y)> - *)«(« - .)*(» - .)% (P - a» - if{» - .)'(r - «)' 

+ (8 - .)»(« - y)»(a - 1)\ - a)V (y - 3f{cc - p)'{a - .)'(P - .)' 

+ (y - ,)»(« - m» - W - ^'+ {i - «)> - W*(« -y)'(P - 7)* 

Si Ix'-t- iVay + l"y est le corariant dont l'orìgine est la fonction I, on saìt qu'on a 

K-4(Il"-n 

K étant l'invarìant du qnatrìème degró par rapport aux coeffidents. Mais, en ayant 
tfgard à l'équation (i) on trouTe 

lOOl'o aliti, + P U + y I, + d I4 + e Is) 

«ool"= - aj(«*l.+ pM, + y»l3 + «4 + e'I,) * ' 

en torte qv'on a 

M*K - 

, j («-p)'I.I.+ («-y)'I.Ij+(«-J)*I.l4+(«-.)'I.l5+(P-yri,l3 

"• '^ j + (p - a)'i.i4+ (p - .n.i5+ {7 - »)%h* {7 - ')'W5+ (i - ')\h 

d'où, en ex^utant les maltiplications indiqntfes on tire 

io*K - alii? + 3Q) 
ou 

p- 

+(«-0)'((J-.)>-y)'(y-J)V-«)'+(*-P)*(P-r)^Hn»-«)\«-<')M«-^)*(M'(*-/nr^ 

+(«-d)^j-^)'(p-y)VO>-«)'+(«^ny-P)'(M)V-«n«-«)N«^n*-ynr-P)'(P-')'(«-«)% 
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Q- 

(« - p)'(« - yHp - r)V - .)* + (« - pn« - w - a)'(y - .)♦ 
+ (« - a» - .) V - .)'(p - r)* + (p - m - «)'(r - «)'(« - ^* 

+ (p - a)'(p - .) V - «)•(« - y)4 + (y - a)'(y - e)'(d - «)'(« - p)* 
+ (a - y)'<« - if(y - d)'(p - .)« f (P - y)'(p - a)'(y - «)> - .)♦ . 

Le th^orie des invarìants des formes binaires du cinquine degró nous fait voir 
que les quantités P et Q sont identiqaes, ce qui peut se démontrer aussi en nous 
appuyant sur la seule théorìe des formes du quatrième degré : pour cela nous po- 
serons a — (3«/, «— y«/», a — d = 7i, «-e«=/i: Texpression P peut donc sVcrire 

+/»' ;>'(/ -nn)*{i/-^ f(m^n)\ (l-m)\n ^pf\^nY(l -mf\(l- n)\mr^f-^(ìn-p)%m^f\ 
ou, en mettant ¥ ^{l-rifim- p)\{l -p)\m-n)*+{l'm)*(n^ p)\ 

F{riii> - p)\ l'n^m - /i)V />V - '»)'+ "»V(/ -;>)*+ /»>'(/-'*)'+ '»>*(^-'»)*J 

- r^V - m)\n - ;>)♦- / V(/ - n)\m - yo)* - />'(/ - pf(m - n)* 

- m^n\m - n)*(/ - /i)^ - mY(m - ;>)"(/ - n)* - n» - ;>)'(/ - w)* , 

Maintenant si /, m, n, p sont les racines de IVquation 

Ao** + 4A,^ + 6Aaf*+ 4A3* + A4 = 
on a 

AJF=24(AoA4-4A, A3 + 3A;) 
et puisqu*on a 

A;{(/ - m)\ (/- n)% (/ -p)\ {m - n)V (m -/i)V {n -p)*\^ 48{A;- Ao A,) 

on tire 

Al{^m'{n-p)\rn'{m-p)\Pp^m--n)\mW{l^)\my{l-^^^ 48(A;-A,A4). 

On a aussi 

96{4(AJ - AoAj(A,A4-4A,A3 + zA\)- 3Ao(A,A,A4^+ fA,A,A3-A,AJ-A;A4-A;)} 
d'où 

06}4(AJ - A,A4)(A,A4 - 4A,A,+3A*) - 3A4(AoAaA4-f 2A,A,A3-A^AJ-AJA4-A|)} 
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d'où finalement 



AJP 



g6}8(AJ-A,A4XA,A4 - 4A,A3 + 3AJ) + 3A4(A,A4 + lA.A^Aj - A0AJ-AIA4-A5)} . 
Maintenant <juand on exprìme Q par les quantités /, nif n, p on trouve 

Q = 

/»/»"(/ - m)V - /!)♦ + en\l - nf(m - pf+ fp\l - p)\m - n)*4. mV(m - n)\^ " />)* 

+ TO*(/ - n) V - /i)> - p)*+ n\l - /»)"(/ - pf(m - /i)% />♦(/ - m)%l - n) V - /»)'; 
et puìsqu'on a 

i«s{ («AJ - A.AJ(A.A4 - 4A.A, + jAJ) + jA.(A,A.A, + «A^A.Aj - A.AJ - AJA.-AJ) J 
on d^uit 

A;SA'*(^-'»)V-n)>-n)*- 

19S { 2{AJ - AaA4)(A« A4 - 4A, A3 + zk\) + 3A4(AoA,A4 + lA, A^Aj - A^J - A;A4- A J) \ 
d'ou yient 

AIQ = 

96{8(AJ-AaA4)(AoA4- 4A,A3+ 3AJ) + 3A4(AAA4 + «A,A,A3 - A,AJ - AJA^ - A})} , 

expression identìque aree celle dèja trouv^e pour P. On a donc 

aJP=aJQ = i250K. 

Si Ja?-^ ià^x^jr + 3j"x;^*+ J"y est le covarìant dont Torigine est la fonction J, 
nous trouYons en verta de IVquation (2) 

Ì«000J' => a\(a J, + P Ja •♦• yJs + d.J4 + e J5) 
MOOJ"- - a;(«*J, + P'J, + 7^3 + ^*J4 + e'Js) 

Si «B^y 7»^ ce covarìant devient 

«J(« - y)'{ (y - «)'(* -«r)'- (« - ')'(* -yrf\, 

et a pour une de ses radnes la racine sìmple (t) de Téquation donn^e. 

Pour exprimer Toctinvarìant H en fonction des racines, il faut se rappeler la 
formule connue 

a « 18 } i(J'J"'- J"') + r(j'j"- JJ'") + i"(jj"- j")} 

d*où nous trouvons, en substituant pour 1, 1', I", J, J', T\ J'" leurs valeurs donne'es 
par les équalions (i), (2), {z), (4) 



a! 
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(«-PK«-r){P-7)'i.J^3+(«-^K«-*)(M)'i.J.V(«-P)(«-'KP-«)'i.J^s 
+(«-y)(«-*)(y-a)'i.J3J4-K«-yK«-«)(y-')'i.J3J3+MK«-«HM'i.J4J5 

•KM)(p-yH«-7)*IJ.J3+(P-«)(M)M)*I.J.J4+(|S-«KP-«)(«-«)V.J5 

+(^KP-»Ky-*)*V3J«+(P-yK^)(r-«)ì.J3J5+(M)(^KM*i*^4J5 
+(3^)(y-PK«-P)'i3J.J.+(M(HK*-^)'i3J.J4-Ky-«Kr-'K«-«n3J.Js 

+(y-PKr-*)(M)'i3JJ4+()^K)'-«)(^)*i3J.J5+(H)(r-')(*-«)%J4J5 
+(a-«)(M)(«-P)V.J.+(M(*-r)(«-7)l4J.J3+(«-«K*-'M»-«ri4J.Js 
+(d-^)(d-7)(p-y)»i4j,j3+(a-^)(a-.)(p-,)M4Jj5+(a-yK*-«)(y-)'i4J3J5 

+(.-«)(. -^)(«-0)'l5J.J.+(«-<l)('-7)(«-rn5J.J3+(«-«)M)(«-*)*l5J.J4 

+(«-^)(-y)(P-r)*i5J^3+(«-^)(-*)(M)M5J.J4-K«-y)(»-*KH)*i5J3J4 

Poar chercher l'expression de la fonction T par les racines a, ^y y, ^y e, j'ob- 
serve qu'on a^ d'après ce que j*ai fÌEdt voir dans le Quarterljr Journal 

T-»(r-JJ"). 
ce qui donne, en sabstituant pour J, J', J" leurs valeurs données par le système (4) 

4 X iO^T - 

(«-P)'J, J, + («-7)'J, J3 + («-hJ)*!. J4 -^ («-«)'J. J5 + (P-7)'J,J3 



-< 



«0 



et si Tar'+ T'ar^ + T'y* est le coyariant dont Forigine est T nous tirons 

4 X io*T' - 

. j («+p)(«--prJ.J,+(«+7)(«-7)'J.J3-K«+^)M)'J.J4+(^^^^^ 

(p+d)(M)"Ja J4+(P + «)(P- «)"Ja J5+(7+^)(H)* J3 J4+(n«)(y- e)*J3 J5+(^+ 6X^*^4 ^5, 

4 X iO*T" - 
e J «P(«-^)*J, J, + «y(«-7)*J, J3 + «%-hJ)*J,J4 + a«(«-f)'J, J5 + Py(p-y)*J J3 

L'invarìant da douzièiiie degre' par rapport aux coefficients étant T'* ~ 4TT" nous 
tirons pour cet invarìant Texpressioa suivante au mojen des diffd^rences des racines 



-«0 
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ni' 



-•(r-«)*{r^)'JìJ.J. - «(y ^^(r^JÌJ.Ji- «(r^)*{r-«)»J:J.Jrs 
-^i-f^{i-^fJlJj»-Hi-pf{»-tfJlJJs- «(a-y)«(»-.)*Jjj>r, 

-j(.-)»(.-^)»JJJ.J, -«(.-«)»(.-y)'JJJ.J^ j(.-«)'(.-a)*JJJ.Jt 

-«(«-P)'(«-y)'JìJJ3 -«(«-^)'('-»)'JJJ.J4- «(«-r)'(«-»)*JJJjJ4 

Dans UQ Cahier recent da Journal de Borchardt M. Hermite vìent d'exprimer son 
ìnyanant dn 18* degré par les dìfil^rences des racines a, ^, 7, i, e. Je yais main- 
tenaat faire voir comment on peat arriver a un tei résoltat. Je pose, poar abréger, 

JJ, - J, + Ja + J3 -». J4 + J5 , 2aJ, « «J, + PJ, +7J3 + ^Ji + «J5 
2«' J. « «"J, + P*J, + 7*J3 + W4 + f'Js , 2«3 J, « «3 j^ + p3 j^ ^ y3j3 ^ ^j^ ^ ,.j^ 

2J.N, = J,N, + J,N, + J3N3 + J4N4 4. J5N5 , 
2«J.N. - «J,N, -f PJ,N, + 7J3N3 + aJ4N4 4. CJ5N5 . 

D'après ce que j'ai démontré dans le Quarterljr Journal savoìr que l'invanant 
dont il s'agit (T) est IVliminant da covarìant dont 1' orìgine est la fonction J et 
da coyariant lineaire, on trouve 

r *— , } J"V - zT'Yi'K + aJ'RR''- JR'^H 

48X10" * * 

«iMSJ.(S-J.N.)'-32«j,(2«j.N.)^j.N.+32«*j.2-JtN.(2J.Nt)-S«'J.(SJiN^ 
i* 1 -«SJ.N.2«j,N,{2«j,2«J.N.-2«'J.2J.N,} 



En sorte qa'on trouve apr^ quelques reductions fadles 
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r- 



+ {7-»)J,J«} 

+ (d-.)JtJs{ 



(S-J.N. 
(2-J.H. 



— e 



- e 



*2J.N.)'».- 

«2J.N.)"N.- 

a2J.N.)% - 

•2J.N.rN,- 



(2-J.N. ■ 
(2«J.N. 

(2«J.». 

(2«J.». 
(2-J.N. 

(2-J.N. 

(2«J.N. 



«2JiN,)*N, 

«2J.N.)»N« 
«2J,H,)*Ns 

P2J.N.)'W4 

P2J.n.)% 
r2J.N.)*N4 

72J,N,)*N5 

a2J.».)*N5 



Si l'éqnatioii doan^ a deoz raónes doabks, savoir « et y, on a 

al \t («- y)' + («- .)«+ (y - .)' } =S0a 

"l (« - y)' {{« - y)*+ 1(- - «)* + »(y -«)*}= 100 1 
«: («• - y)* U« - ')' + (y - «)'} ■= - 1000 J 
«} (« - y)V - •)* (y - «)• = «0 (P - 3L) 
«i(«-y)'(«-«)'(y-')' = ^K 

aj («- y)» («-«)• (y - e)M(« — )' + (y -«)•-«(« -y)* } -»X10»T 

Maintenant, en posant >— y^^t <— a-^> y— c»^ oa d^uit en employant 
Ics valeuTS que je viens d'tfcrire pour H, I, J, L 



-5 » 



expression qui s'anéaatit en verta de la relation 

Gomme a e'té déjk remarqu^ par M. Cajlej. L'équation de Moivre, savoir 
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natisÙLìt a la condition 

5oHJ -*- a, (zV + L) = 

en sorte qae si cette éqnation a une racìne doublé, elle en a en méme temps deox. 
Pouf troaver la relation qui sobsiste entre H, I^ J poor denx racines doables^ 
posons q + r ~s et en éliminant les qnantiu^ p et s entre les éqnations 

al {tp +8)^soEj al {p* i- fps) = tool , a\ p*s = - loooJ 

on a poor la relation cberch^ 

ao (sBI + 9ajf - 4(»e^ - al I) {a^* -r isHJ) =» o. 

Cette dentière a lieu, aussi pour Téquation de Moivre. 

Je me propose maintenant de former Téquation dont le racines sont les quan- 
tìtés I, , I, , I3 , I4 , I5 . Si l'équation donn^e a deux racines doubles, cette equa- 
tion denent 

\t* - fp(q + r)t + *p*qrY \t-fp*\^ù 

en prenant t pous l'inconnue. 

On a a{ V 1,1, - dì' + ^ L ^ d et 9 ^tant des factenrs num^riques qu' on peut 
trouver en calculant les valeurs de la fonction Sjrm^trique SliU et des quantite's 
I et L pour les équations suivantes 

(6) (or'- 2^/ar + 3)*a: - , (x*^\fx^^ 

dont cbacune a deux racines doubles : et on parvient de cette manière a la formule 

«i S^J* = * X 10«(7l*- L) 
Pareillement on a 

^» ?» ^'v X ^tant des facteurs num^riques dont on peut trouver les valeurs en cal- 
culant les valeurs de la fonction sym^trìque pillala et des quantités H, I, J, K, L 
pour les équations 

(6) (x*- IX + ifx = , x^- a: = 0. 

On a de cette manière deux relations entre 0, f , ^, X'^j^^ jointes , a celles que 
donnent les ^quations (5) d^ja employées- pour trouver ^IiU acbeveront de d^ter- 
miner ces quantite's. Par ce proc^d^ nous passons a la suivante 

a\ 2I.U3 « 4x io*{3HK + IL + 7l3+ 2P}. 

Pour trouver 2lilalal4 , j*observe que cette fonction s*annule si T^quation donnee 
a une racine triple : on a donc 

a\ 2lJ,l3l4 = fiHT+ K((pHI -h ^aj) + I \x(\^-ny) + t(IL - oJ')}. 

On peut déterminer les facteurs numériques qui se trouvent dans cette formule au 
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moyen des valears que preaneat la foactioa symétrique ^IJals^ et les quantitcb 
H, I, J, K, L, T pour les éqaatìcns (s) et (e) qu on peut joindre aux valears des 
mémes quaatìtes pour Tequation 

(ar*- 50:'+ 4)j: = 0. 

On a ainsi cìnq relations entre 6, ^ , ^, x* '^' ^ Taide des quelles nous tirons 

al 2l.IM-*Xio« {HT+ K(HI-a,J) + I(IL - 9P(}. 

Pour trouver la valeur du produit I,Ial3l4l5 j'observe que Texpressìon IxIala^Is-sP* 
s'annule si a == (3 : cette quantità est par conséquent identique avec le demier terme 
de IVquation aux carrés des differences a un facteur près : et ron trouve facilement 

i.UUUFs- «P'= 84(«-|3)>-r)'M)V»)'{P-7)'(M)*(M'(y-»)'(r-0'(M' . 

d'où, en ayant égard a la forme connue du discriminant d'une équation du cin- 
quìème degré 

al I,lal3l4l5= 2 X (1250K)'+ 24 X 3125 (K*- 128Q). 

ce qui donne 

Donc en prenant t pour Tinconnue de Téquatìon dont les racines sont li 9 U > I3 9 
I4 , I5 , cette équation sVcrit de la manière suiyante 

al ^5- 200 al U* + 2 X lo^a J (7!"- L)t*+ A X 10^ aj (aHK + IL + 7p+ 2JV 
+ 4 X io^ {HT + K (HI - a^J) + I (IL - 93^)\ ^ - 32 x io^ (K'-aO) = 0. 

Or j*ai trouvée dans un Mémoire inserì dans le Quarterljr Journal n^ 18» page 149 
que si K'— 3Q «= IVquatìon donnee a pour une de ses racines la quantità — ^ , en 
sorte que si Tune quelconque des quantite's I^ , I, , I3 , 14^ I5 s'anéantit, alors — |^ 
sera une des racines de l'èqua tion donnee. 

Je terminerai ce Mémoire en présentant 1' èquation aux carres des différences 
des racines de l'èquation 

a^x^+ 5a,x*+ 10^2^+ \m^x^+ 6a^x + «5= 

sous une forme telle que les coefficients s'expriment au moyen des fonctions des 
différences des racines que je viens d'employer. En prenant t pour l'inconnue, écri- 
vons Téquation dont il s'agit sous la forme suiyante 

al «"+ lOOaJ P,f9+ SOa} P,^*+ 250(ki; ?3f+ 125P4«^+ 625P5^^+ 2500P6^* 
•+. 1250P-^+ 62500P8t*+ 62500?^* + 3125?,, = 
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6t noas aroos 

P.--H, P3-flJI+75H\ P3« - mH^- mJ HI - flj J 

P4- sissH^-*- itsoal E*l + ma\ HJ -i9a\L- da\ V 

Ps- ooa; HL - i90a; HP- ssooHM - i800a,H*J - noa\ IJ - a^ K 

P«- !««; IL - iTflJ r- tiifl J J»+ 7a J HK + lOooaoHIJ ^- stsHM"- imH'L 

Py- wj ne + H84HJ*- 48Ha - i7«HP- aotó.rj - AgHTC + nkioLJ 

Pg» K(3floJ - HI) + 4l(tP- IL - 451*) - 28HT 

Pj^- 48RJ + i6lT - K(L + 

P,o- K*- 128fì . 

Il est bon de remarquer qu'on a 

floiì=J("T-IK) + R(L+P). 
CoUege de la Tiinite a Dublin. le 15 Févrìer I865. 
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EXTRAIT DE SON ALGEBRE 

TBÀDUIT ET ANNOTÈ 
PAI 

ARISTIDE MARRE 



P R É F A C E 



Al 



.bou Abdallah Mohammed ben Moussa Al Khàrezmi est le plus ancien algé- 
briste arabe connu. C'est l'opinion de Zakària ben Mohammed ben Mahmoud AI 
Qazoulni et de presqne tous les hìstorìens et mathématidens de sa nation. Ibn 
Khaldoùn déclare ezpressément que le premier, panni les Arabes, qui écrivit sur 
l'Algebre, fut Abou Abdallah Ai Khàrezmi. 

Yers l'an 820 de J. C, k la demande de l'illustre Kbalife Al Mamoun, Mo- 
hammed ben Moussa composa « un ouvrage abregé sur le calcul par djebr et 
» mokdbalahf restreint a ce qu'il j a de plus aisé et de plus utile , c'est~k- 
» dire auz op^rations dont on a sans cesse besoin dans les cas d'héritage , de 
» donation, de procès, dans les affaires du commerce et de la vie pratique, on 
» encore pour la mesure des terres, le creusement des canaut et autres appli- 
» cations du calcul a la geometrie. » C'est ainsi que s* exprìme notre auteur 
lui~méme dans sa préface a son JGtdb al mokktessar ft hissdb aldjebr oual 
mokdbalah. Ce petit traiti eut de nombreux commentateurs, non seulement panni 
les Arabes d'Espagne, honorés d'une mention speciale k cet égard par Ibn Khal- 
doùn * , mais encore parmi leurs frères d' Orìent : il nous suSira de citer le 

* Ibn Rhaldoùn nomme Al Korachi, comme l'auteur d*Qn des meineon commentairei de l'Al- 
gebre de Mohammed bea Moossa. Ce ponrrait bien ètre là le nom de l'autenr d*un des traités ine- 
dits qui se troinrent dans le mème Tolume que le manuscrit de Mohammed ben Moussa, à la Biblio- 




toQt natareilement ainsi sons la mème cooTerture que le traile commenté. Stns loiieber au eorps du 
mot, on pourrait encore lire Al KhosAa'T, nom bien connu dans les annales de l'Islam, puisqu il fut 
porte par le Khalife Omrin ben HosseTn Al Kboiàa'I. 
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célèbre Abou'l-wafà Al Bouzdjànì, mort en 999 de J. C. L*auteur du lexiquc 
biblìographique intìtulé : Tarikh al hokama, (ii98 de J. C.) , parlant des ou- 
vragcs bìndous parvenus aux Arabes, s*exprime ainsi : <c lù manus nostras in- 
)) cìdit Lìber Artis Logistica^, a Mobammado ben Musa al Kbuarezmita cxornatus, 
>i qui caeteros omnes brevìtate metbodi ac facilitate praestat, Indorumque in prae- 
» clarissimis inventis ingenlum et acumen ostendit. » On sait qu'avant Tavè- 
iiement d'Ai Mamoun au Khalifat, c*est-a--dire avant 814 de J. C, et a la de- 
mande de ce prince, Mobammed ben Moussa avait de'ja faìt un Abre'gc de Tables 
astronomiques dresse'es par un savant Hindou venu en 773 de notre ère a la cour 
d'Ai Mansour, et traduites par Mobammed ben Ibrabim Al Fazàri *. Si V on 
a pu contester la provenance bindoue de l'algebre arabe, un fait bistorique de- 
meure aujourd'bui incontestable : C'est quc Mobammed ben Moussa Al Kbàrezmi 
est le vérìtable instituteur des nations de l'Europe moderne dans cette brancbe 
principale des Matbe'matiques. Les traductions latines de l'Algebre de Mobammed 
ben Moussa^ faites par les savants du moyen àge, furent la source où les savants 
du XVI." siècle vinrent puiser leurs connaissanccs alg^briques. Vars logistica^ 
le calcul par Djebr de Mobammed ben Moussa, devint Vars magna de Cardan 
et des autres ma iberna ticiens de l'Italie, de l'Espagne, de la France, de TAngle- 
terre et de TAllemagne. 

L'existence d'une copie du Kìtdb al mokhtessar fi hissdb aldjebr oual mo- 
kdbalah de Mobammed ben Moussa Al Kbàrezmi, parmi les manuscrits arabes 
de la Bibliotbèque Bodl^yennc d'Oxford, avait éié dùment constate'e par le ca- 
talogne de Jean Uri, mais le premier, Colebrooke, en 1817, attira sur ce pré- 
cieux ms. l'attention du monde savant par la Dissertatìon magistrale qu'il mit 
en téle de son beau livre intitul^ : « Algebra , witb Arithmetic and Mensura- 
)) tion, from the Sanscrit of Brahmegupta and Bhascara ». En 1831, M. Rosen 
publia le texte arabe tout entier en l'accompagnant d'une traduction anglaise. 
Quelques anne'es plus tard, M. Libri reproduisit, dans le t*' volume de son Histoire 
des Sciences mathématiques en Italie (paris 1835, note iv, page 227, lignes il— 25; 
pages 228-264; page 265, lignes 1-14 - a paris 1838, note xii, page 253, lignes 12~24; 
pages 254-296; page 297, lignes i— u) une traduction latine que possédait la Biblio- 
thèquc royale de Paris; mais le cbapitre relatif a la g^om^trie, le bdb al messdhat^ 
manquait. En 1846^ desireux de combler cette lacune autant qu'il etait alors en mon 
pouvoir, je publiai dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (tome cinquiè- 
me, page 557, lignes 19-20; page 558-569; page 570, lignes i-s) une traduction 
faite sur la version anglaise de Rosen, de cette partie du Traité de Mobammed 
ben Moussa. La traduction que je donne aujourd'bui diflPère en certains eudroits 
de la première, par la raison que, au lieu d'étre exclusivement fondec sur la 
version anglaise, elle a éié faite litt^ralement sur le texte arabe lui— méme. 

Ar. Marre. 

* Ibn Al Adami : Préfaee à ses Tables astronomiques. — Gasiri, tome I, p. 427, 428. — Cole- 
brooke : Dissertatìon» p. 504 des Miscellaneous Essays. 
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BÀB Al lESSÀHAT 

(CHAPITRE DU MESSAHAT)*. 



s 



ache que V expression « un par uà » appartieni au Messdhat , et sìgnifie 
» derda par derda » **. Tout quadrilatere dont les cót^s et les angles sont e'gaux, 
qui a pour chacun des cóte's un, a pour sa superficie enti^re un. Si dans un qua- 
drilatere equilateral et ^quiangle, chaque cote' est deux, alors sa superficie est 
quatre fois la superficie de celui qui est egal a « derda par derda »; de méme trois 
par trois, et ainsi de suite en montant ou en descendant, ainsi un-demi par un— de- 
mi un quart, et de méme des autres fractìons. Tout carr^ dont chaque coté est uri' 
demi derda, est égal a un quart de celui dont chaque còte' est un derda, et tu fais 
de méme pour un tiers par un tiers, et un quart par un quart, et un cinquième 
par un cinquième, et un demi tiers par un demi tiers ***, ou plus ou moins que 
cela. Dans tout carré, si Tun des còtés (est multipli^) par un, e' est la 'racine 
de ce carré; si par deux, deux racines; que ce carré soit petit on grand. 

Dans tout triangle equilateral, si tu multìplies la colonne par la moitié de 
la base sur laquelle tombe la colonne; c*est la mesure du triangle •**». 

Dans tout rliombe equilateral, si tu mnltiplies une des deux diagonales par 
la moitié de l'autre, c'est sa mesure. 

— -IMI -|- - ■. Ili 

* De méme que l'ouvrage tradait du sanscrit par Colebrooke renferme trois parties: Algebra , 
Arithmetìc, Mcnsuration, c'est-à-dire : Algebre, qui fait partie de la science da nombre, GaJcul pro- 
prement dit, et ce que les Arabes nomment Meudhat, qui fait partie de la eéométrìe, de méme la 
plopart des ouvrages purement élémentaires sur le calcul» composés par les Arabes, renferment ces 
trois parties successivement exposées. Chacune d'eJles, quand elle est traité séparément, fait robjet 
d'ouvrages spéciaux beaucoup plus développés. 

Littéralement me»tdhat sigoifie Tart de mesnrer; mais comme sa principale application a été de 
mesurer et de diviser les terres, on a souvent traduit ce mot par geodesie. Dans son me$»Ahat , Mo- 
hammed ben Moussa ne se bome pas à donner la mesure des surfaces, il donne aussi le moyen de 
mesurer des solides: c'est pourquoi nous consenrons le terme technique arabe, messdhat, en téte de 
notre cbapitre, plutdt que de le traduire par le mot geodesie. Ibn Rhaldoùn, dans ses Prolégomènes, 
ditqu'on a écrit sur la science du messdhat de bons et nombreux ouvrages, mais il n'ennommeaucun. 

** Le derda (coudée) est l'unite linéaire; nous n'en connaissons pas* la valeur exacte. Cette pre- 
mière phrase du texte, telle que l'a reproduite M. Rosen, est fautive. M. Rosen l'a traduite ainsi : 
« Know that the meaning of the expression " one by one " is mensuration : one yard {in length) by 
» one yard {in breadth) being understood ». A la page 196, dans une note sur ce passage, il dit: « / am 
» uncertain whelher my translatUm of the definition tohich Mohammed gives of mensuration be cor- 
» reet. Though the diaeritical points are partly tDanting in the manuseript, ihere con, I believe, be 
stnodóubt as to the reading of the passage. » Mohammed ben Moussa n'a point songéà donner une 
definition- du Messdhat. En Tisant la proposition ila au lieu du pronom personnel féminin hya, on ré- 
tablit le f éritable sens. La definition attribuée à Mohammed ben Moussa, si e' en était une , serait 
fausse et incomplète. 

*** M. Rosen a traduit « ttoo thirds by a halfn c'e«t-à-dire Vs V^^ !• ^'^^^ Va ^icrs par Va tiers 
qu'il faut lire. La suite des fractìons réprésentant la longueur de chaque coté étant | , j , i , 

-| , Mohammed ben Moussa a exprimé cette demière à la fa^on arabe. 

**** Mohammed ben Moussa, verse dans les sciences des Hindous, ne donne point ici la formule 
particuliére qui convient à l'aire du triangle equilateral. Il donne le moyen general de mesurer un 
triangle quelconque; il n'oublie pas qu'il écrit pour le vulgaire et non pour des mathématiciens. Une 
seule règie, qui convienne à tous ics cas, lui paratt suflSsante. 
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Dans font cercie, si ta multiplies le diamètre par 3 et > , c*est la circonfe'- 
rence dont il est celnt, c'est le procèda nsit^ par les gens da volgaire. 

La famille des g^mètres a deaz aatres méthodes; Fune d'elles^ c'est que tu 
multiplies le diamètre par lui-méme, puis par dix, et qu'ensuite tu prends la 
racine du tout; ce qui en résulte, c'est la circonfórence. La seconde, celle des 
astronomes^ c'est que tu multiplies le diamètre par 82832, et que tu divises cela 
par 20000; ce qui en résulte est la circonfe'rence. Et tout cela di£fère peu l'ira 
de Tautre *. 

Et la cìrconfórence, si tu la divises par 3 et { , tu obtiens le diamètre. 

Dans tout cercle, sì tu multiplies la moitie' du diamètre par la moitié de la 
circonfórence, c'est sa mesure; en effet dans tout polygóne équifatéral et équiangle, 
parmi les triangles, quadrilatères , pentagones , et ceux d'un plus grand nom- 
bre de cótés, si tu multiplies la moitié du pérìmètre par la moitié du diamètre 
du cercle inserì t, c'est sa mesure. 

Dans tout cercle, si tu multiplies le diamètre par lui-méme, et que tu en 
retranclies le septième et le demi— septième, c'est sa mesure. Et cela concorde 
avec la formule de la première classe **. 

Tout segment de cercle est assimila a un are. Il faut nécessairement que ce 
segment soit égal au demi-cercle, ou plus petit que le demi-cercle , ou plus 
grand que le demi-cercle. Cela est indiqué par la flèche de l'are : si elle est 
égale a la moitié de la corde, le segment est égal a la moitié du cercle; si elle 
est plus petite que la moitie de la corde, il est plus petit que la moitié du 
cercle; si la flèche est plus grande que la moitie de la corde, il est plus grand 

* Mohammed ben Moussa nons d<mne id trois valeure distìnctes da rapport de la drconférence 
au diamètre, trois formules différeotes. La première donne tt «= -^ , c'est le rapport d'Archimede. La 
denxième donne tt » ^10^ et la troisicme, celle particulièrement en usage parmi les astronomes et la 
plns exacte, donne tt » HfH • Ces trois valeurs sous la forme dédmale, sont : 

,r = ^= 3, 1424 ... , TT = ^«3, 16227 ... ; TT = |fff J = 3, 14160 ... 

La première et la troisième fonnule se troavent dans le Lilavati de Bhascara, page 87 de l'introdu- 

ction de Colebrooke. Seulement la troisième est donneo par le geometre hindou sons la forme fff^; 

en multipliant par 16 cbacun des termes, Mohammed ben Moossa voulut probablement lui substituer 
un rapport étruivalent plus facile à retenir de mémoire, et plns aisé à calculer. C'est par erreur que 
M. Rosen a dit que la seconde se rencontrait dans le Vija Ganita de Bhascara, p. 308, 300; elle n'est 
pas mentionnée par cet auteur, mais bien par deux de «es prédécesseurs, Brahmagnptaet Aryabhatta, 
qui savaient parfaitement qu'elle n'était au'une valeur approchée du rapport. 

Voici une note marginale du ms. d'Óxford, faite sur le passage qui nous occupo en ce moment: 
<( Gela est une approximation, non pas l'exactc vérité; personne ne peut déterminer l'cxacte vérité de 
)) ce rapport, et trouver la circonférence réelle, excepte Celui qui sait tout : car la ligne n'est pas 
» droite de telle sorte r]ue son exacte longueur puisse èlre trouvée. Gela s'appclle une approximation, 
» de méme que Ton dit des racines carrees des nombres irrationnels , qu'elles sont une approxima- 
)) tion et non pas l'exacte vérité. Dieu seul sait quelle est la racine exacte. La racilleure méthode 

)) ici donnée, c'est de multiplier le diamètre par 3 et y * car elle est la plus aisée et la plus expé- 

» ditive. Dieu sait mieux ! ». 

•* L'aire du cercle dont le diamètre est d, si Ton suppose tt « " , est en cffvt égale è jj^ d* 

ou (l — Y — 7^)^'' Bhascara, p. 89 du Lilavati, donne la valeur -[j d^* comme benne dans la pra- 
tique, lorsqu'on n'a pas besoin d'une grande approximation. 
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que la moìtì^ du cercle. Si tu veux connaitre de quel cercle il est, multiplie 
la moiti^ de la corde par elle-^méme, divise par la flèche, et ajoute le n^ultat 
k la flèche; ce que tu obtiens^ c'est le diamètre du cercle dont ce segmeut fait 
partie *. 

Si tu \eux connaitre l'aire de Tare, multiplie la moitié du diamètre du cercle 
par la moitìé de l'are , et garde ce produit; puis retranche la flèche de Fare 
de la moitié du diamètre du cerde^ si Tare est plus petit que la demi-circon- 
fe'rence, ou bien s'ii est plus grand que la demi-circonférence, retranche la moiti^ 
da diamètre du cercle de la flèche de l'are; ensuite multiplie cu qui reste par 
la moitié de la corde de l'are, et retranche ce produit de celui que tu as gardé 
si l'are est plus petit que la demi— circonférence, ou bien additionne— les ensem- 
ble si l'are est plus grand que la demi-cìrconfórence. Alors le resulta t obtenu 
après l'addition ou bien la soustraction^ c'est l'aire de Tare **. 

Dans tout solide quadrangulaire, si tu multiplies la iongueur par la largeur^ 
puis par la profondeur, c'est sa mesure. Si la base n'est pas quadrangulaire , 
mais qu'elle soit circulaire ou triangulaire ou autre, a condition que la profon- 
deur reste ^gale et parallèle, pour opérer le messdhat de ce solide, tu calcules 
la surface de la base^ tu sais sa mesure, tu la multiplies par la profondeur, et 
c'est la mesure (du solide). 

Pour la pyramide, qu'elle soit triangulaire, quadrangulaire, circulaire^ tu mul- 
tiplies un tiers de la superficie de sa base par sa colonne, c'est la sa mesure ***. 

Sache que dans tout triangle rectangle ,* chacun des deux plus petits cdt^s 
e'tant multipli^ par lui-méme , les produits additionnés ^galent le produit du 
plus grand coté multiplie par lui-méme. Voici qui le difmontre : Je trace un 
quadrilatere equilatera! et équiangle ABC D, je coupé le coté AC en deux moitiés 
au point H, et je méne HR, puis je coupé le coté AB en deux moitiés au point 
T^ et jé méne TG. La surface ABCD est devenue quatre snrfaces ayant leurs 

* Le théorème tur leqael repose ce calcul est'énoucé par Aryabhatta, ainsi qQ*ìI soit : « dans 
» on cercle, le produit des flèches est égal au carré de la demi-corde des deux arcs. » Quant au pro- 
cède de Mohammed ben Monssa, il est exprimé par Bhascara exactement dans les mèmes termes. 

** C* est ce qu'exprìme plus brièvement Beha-Eddin dans son Kholdpat al hiudb : « Quant aux 
» deux segmcnts, dit-il, marque bien le centre, et achève les deux secteursi alors il se forme là un 
» triangle; retranche-le da plus petit secteur, il en résolte le plus petit segment ; ou bien igoate>le 
» au plus grand secteur, il en resnlte le plus grand segment. » 

Les géomètres Hindoas avaient la formule : 

Segment = fi r(^0 

f désiffnant la flèche, et e la corde (page 96 du Lilavati de Bhascara). 

** Mohammed ben Moussa range sous une mème dénomination les parallélipìp^es, les prismes 
et les cylindres, et sons une autre dénomination commune, les pyramides et les cones. C'est ainsi 
que dans le Lilavati, Stance 217, cette première classe de solides se nomme «ama-cAola, et la seconde 
fouehi-chata (solides aigus). Le terme arabe (c makrouttah » qui désigne iodistinctement pyramides 
et cdnes, vient du verbe «r Kharatt », dont l'une des significations: « ètre dèlie, e£Blé, menu, mince » 
conduit directement à la mème source de dérivation que pour le terme sanscrit. 

Nous remarquerons encore que la hauteur des solides de la première catégorie a le nom special 
de profondeur, tandjs que la hauteur des solides de la seconde catégorie s'appelle colonne {aamoud), 
comme la hauteur d'un triangle. 

On voit enfin par ce passage que le mot metsdhat peut s'appliquer non seulement à la mesure 
du sol et des snrfaces planes, mais sussi à la mesure des solides, et qu'ainsi il a parfois une acce- 
ption plus generale que celle qu'on lui attribue d'ordinaire. 

Tom. VIL N. 5. 3^ 



274 



ANNAU DI MATEMATICA 



oM§ €t leurs uì^t» égjàux , sayoir : sorface AK , sorface CK, smface BK et 
sorCKe DK. Ensaite je tire do poiat H aa poiot T une ligoe, elle coope la 
sorface AK ea deax moitiés. Cette sarface a donne Daissance a deaz trìangles, 
qui sont les triao^es ATH et HKT. Or, il est biea évideot pour nons qne AT 
est la moitié de AB, que AH Ini est «^al comme moitié de AC, et qoe la ligne 
TH leor soos-tendaate est la corde d'aa angle droit. Je tire de méme des lignes 
de T k R, de R a G, et de G k H. L'ensemble des cam^ donne naissance k 
hnit trìangles égaaz, et il est bien clair poor noos qne qoatre de ces trìangles 
sont la moitié de la plus grande sorCace, c*est-k-dire de AD. Il est évident pour 
noos qne la ligne AT (mnltipliée) par elle-méme est la mesore de denx des trìan- 
gles^ et qne AH par elle-mème est la mesure de denx trian^es qni leur sont 
éganx, la somme est donc la mesure de qoatre trìangles. Mais d'aotre part le 
cótd HT par lui— méme est la mesore de qoatre triangles. Enfin il est clair poor 
noos qoe la ligne AT par elle— méme et AH par eUe-méme donnent one somme 
égale ao résoltat de la moltiplication de TH par elle— méme, e' est Ik ce qoe 
noos voolions montrer. Voici la figore * 

B T A 




Sacbe qu'il y a cinq espèces de qoadrìlatères, la première dont les cót^ sont 
^aox et les angles droits; la deoxiènie avec angles droiis et cótés inégaux, la 
longoeor étant plos grande qoe la largeor; la troisième se nomme rhombe et 



e 
ses 



* La démoDstration de Mobammed ben Moossa ne s'applìqne qn'ao cas du trìangle rectangl 
isoeèle. Elle parie aox yeox, et s'adresse évidemment à des gens qoe Platon n'aurait pas admis à se 
le^onf; ce qni nous fait voir une foia de plus et snratMndamment qoe notre aoteur était bien loin 
d*exposer toot ce qu'ìl savait, mais quMl (àcbait de Tolgariser la science en la simplifiant et la met- 
tant à la portée des plos petits. L*élégaQte démonstration da carré de 1' bypoténuse universellement 
connoe, se trouve dans les elemento d'Eoclide on sopposés d'Euclide, car Eidbi Zadeb Al Roumi (vir 
bene meritus, selon Hadfi Rhalfa) et le fameux Al Rendi, Tnn des douze plus grauds génies qui aieut 
pam panni les bommes selon Cardan, assurent qu'EucIide n'est pas l'auteur des Elemento qui portent 
son nom. Al Kendi attribue cet ouvra^e de geometrìe à Abolonious Al NeddjAr Al Iskanderàni. Le 
tratte complet était divise en quinze Iivres ou sections. Longtemps après la mortd'ApuIlonius vivait 
à Alexandrie un roi qui aimait et cultivait la geometrie. Farmi les matbématiciens ses contemporains 
brìllait Euclide. Le roi le cbargea de rétoblir rouvrage en son entier et de l'expliquer. De là treize 
livres exposés par Euclide et qui re^urent son nom. Ensnite Hypsiclès, son disciple, aécouvrit les deur 
autres, le quatorzième et le quiuzième, les ajouta aux précédento et les offrit au roi. Tel est en sub- 
stance le rlcit d'Alkendi. (voir Hadji Rhalfa, Tome 1!* p. 380.) 

Mobammed ben Moussa ne devait pas ignorer ringénìeuse et cbarmante démonstration des Hin- 
dons, fondée sur le déreloppement algébrique de {a—b)\ 




•»■ 



ca«4 ^ + (a — ft)a=:a> + Ò' 
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cesi celle dont les còtés soat égauz et les angles difierents; la ^atri^e es( 
le rJiomboi'de, sa longueur et sa largeur sont diffi^rentes et ses angles intfgaazy 
mais les deux longueurs soot égales entre elles et ses deux largeurs atissi éga- 
les *; la cinquième» dont les còtés et les angles sont inegaux **. 

Pour la mesure des quadrilatères dont les cót^s sont égaux et les angles droits» 
QU les còtés inegaux et les angles droits, sì tu multiplies la longueur par la largeur, 
le résultat est la mesure. Exemples : i? Une pièce de terre quadrangulaire dont 
chacun des cótés a cinq deràa, sa mesure est de vingt-cinq deràa. Voici la figure: 

5 




2? Une pièce de terre quadrangulaire; ses deux longueurs sont huit deràa, huit 
deràa, et ses deux largeurs six et six. Pour avoir sa mesure, tu multiplies six 
par buit, ce qui donne quarante - huit deràa; c'est Ik sa mesure. Voici la figure: 

8 




Soit le rhombe e'quilatéral dont cliaque coté est cinq deràa, Fune de ses dia- 
gonales est huit, et l'autre six deràa. Apprends quelle est sa mesure, lorsqae 
tu connais les deux diagonales ou Fune d'elles. Si tu connais les deux diago- 
nales en méme temps^ c'est que tu multiplies l'une d'elles par la moitìé de l'au- 
tre, c'est la sa mesure; ainsi tu multiplies huit par trois, ou quatre par six^ 
ce qui fait vingt-quatre deràa, et c'est la mesure. Si tu connais une seule dia- 
gonale, tu sais bìen qu'il y a deux triangles dans chacun desquels deux còtés 
sont cinq deràa, cinq deràa, leur troisième coté étant la diagonale. Calcule-les 
selon le calcul des triangles. Voici la figure : 




* Gomme on le voit, Mohammed ben Monssa appelle longueara les deux cAtés parallèle! les plos 
grands, et largeurs les deux autres cdtés parallèles, aans le rhomboTde ou parallélogramme. 

** Ce sont ces quadrilatères avec cdtés et angles inegaux que Behà Eddin nomme trapèies. La 
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Pour le rhomboide on fait comme pour le rhombe. 

Pour la dernière espèce de quadrilatères, tu connaìs sa mesure par le moyen 
de la diagonale, cela conduit au calcai des triaogles. Apprends-le. Voìci la fi- 
gure du rhomboide : 

13 3 

5, 




3 13 

Les triangles. - Il j en a trois espèces : rectangles, acutangles et obtusangles. 

Du rectangle. - Dans ce trìaogle, si tu multiplies chacun des deux plus pe- 
tits còiés par lui-méme, puis que tu fasses Taddition , cette somme est égale 
au r^sultat de ]a multiplication du plus grand coté par lui-méme. 

De Tacutangle. - Dans ce triangle^ si tu multiplies chacun des deux plus pe- 
ti ts cót^s par lui-méme, puis que tu fasses Taddition, la somme est plus grande 
que le plus grand cót^ multipli^ par lui-méme. 

De Fobtusangle. - Dans tout trìangle obtusangle, si tu multiplies chacun des 
deux plus petits cdt^s par lui-méme, puis que tu fasses Taddìtion, la somme 
est plus petite que le plus grand còte multipli^ par luì— méme. 

Le triangle rectangle est celui qui a deux colonnes et un diamètre (pour cdtés); 
il est la moitlé d*un quadrangle. Tu connais sa mesure, en multi pliant un des 
deux cótés adjacents ii Tangle droit par la moitié de l'autre. Ce qui en resuite, 
c*est sa mesure. Exemple d'un trìangle rectangle : un de ses cdtés six deràa , 
un de ses cdt^s huit deràa, et le diamètre dix. Pour faire le calcul, tu mul- 
tiplies six par quatre, ce qui donne vingt-quatre deràa, et c'est la mesure. S'il 
te plaìt de faire le calcul du trìangle par la colonne, ce n*est que sur le plus 
grand còte que tombe sa colonne, car les deux plus petits cótés sont deux co- 
lonnes. Si tu veux cela, alors multiplie sa colonne par la moitié de sa base; ce 
qui en résulte, c'est sa mesure. Voici la figure : 

8 




La deuxième espèce. - Soit a mesurer un triangle equilatéral acutangle dont cha- 
que cót^ a dix deràa. Tu détermines d'abord son masquèt al hadjar * et sa 
colonne. Sache que dans tout triangle isocèle , si tu mènes la colonne sur la 
base, elle tómbe a angles droits sur le milieu de la base, si les deux cótés sont 

dénomination sanscrite Vishama Chatourasra qni répond au mot trapéze, s'applique chez les Hindous 
au quadrilatere irré^ulier quelconque. C'est la signification que donne égnlement Euclide au trapèie, 
c'est celie- là que lui ont conservée les Anglais jusqu'à présent, et que les Fran^ais avaient gardée 
ìntacte jusqn'a la fin du siècle dernier. 

* Masguèt al hadjar^ à la lettre: le lieu où tombe la piene. C'est le pied de la bauteur du trìan- 
gle, ou de la colonne selon l'expression arabe. 
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eganx; s'ils sont ìn^gaux, le masquèt al hadjar n'est pas au milieu de la base. 
Mais nous sayons quc dans ce trìangle-ci, sur quelque coté que tu opères, le 
masquèt al hadjar ne sera jamais qu'en son miliea; et c*est ciaq deràa. Pour 
connaitre la colonne, tu multiplies le cinq par lui-méme, et tu mnltiplies un 
des cótés, c'est-a-dire dix, par lui-méme, ce qui fait cent; tu retranches de ce 
produit celui de cinq par lui-méme, c'est-k-dire vingt-cinq; il reste soixante- 
quinze. Tu en prends la racine, c*est la colonne, et elle est devenue un cdt^ 
des denz triangles rectangles. Si tu veux la mesure, multiplie la racine de 75 
par la motié de la base, qui est 5; pour cela tu multiplies le 5 par luì— méme, 
afin d'avoir la racine de 75 par la racine de ss; multiplie 75 par S5, c'est 1875; 
prends-en la racine, c'est la mesure du triangle. Et c'est tf3 et peu de chose *. 
Voici la figure : 




Si tu as un triangle acutangle dont les cót^ sont inégaux, sache que sa me- 
sure se connait par son masquèt al hadjar et sa colonne. Soit un triangle dont 
un coté est 15 deràa, un cdt^ 14 deràa, et un coté 13 deràa. Si tu veux con- 
naitre son masquèt al hadjar ^ prends pour base celui des cótés qu'il te plaira, 
prenons celui de 14. Son masquèt al hadjar tombe sur ce coté k la distance 
chéjr (x) a partir de celui des deux còtés adjacents que tu voudras. Posons le 
chéjr a partir de Tadjacent 13. Multiplions-le par lui-méme, il devient un mài (x^); 
retrancbons-le de treize par lui-méme, c'est-à-dire de 169, cela devient 169 moins 
mài, Nous sayons que la racine de cela, c'est la colonne. II nous est reste de 
la base 14 moins chéjr, Nous multiplions ce reste par lui-méme^ ilen risulte 
196 et mài moins 28 chéjr. Nous le retranchons de 15 par 'UU-mérney le reste 
èst 29 derhems ** et 28 chéjr moins mài. La racine est la colonne. Or la racine 
de 169 moins mài, c'est encore la colonne. Toutes deux sont donc tfgales. Com- 
pare~les, c'est que tu rejettes le mài avec le mài, car les deux mal sont né' 
gatifs. Alors il reste 29 et 28 chéjr égal a 169. Rejette 29 de 169, il reste 140 égal 
k 28 chéy. Un seul chéy est 5. C est le masquèt al hadjar k partir du coté 
adjacent, 13. Le complément de la base^ contigu k l'autre coté, c'est 9. Si tu 
yeux connaitre la colonne, multiplie ce 5 par lui-méme, puis soustrais le pro- 

• h « ^10»— 5» « ^^00^^25 « y/75 , 

8«Ax|«^X5«^X^= yj^l875 = 43 et ^ à moins de 0,01. 
** Le mot derhem est employé par les algébristes arabes pour designer les quantités numériques, 
les termes toat connus de l'équation , et les distinguer des ehiy , ou termes en x , et des mài , ou 
termes en m\ 
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dait da còte contigu, 13, multiplìé par lui-méme. Il reste 144. La raciae de cela 
est la coloane. G'est is. La colonne tombe toujours sur la base saìvant deuz 
angies droits, et c'est pour cela qu'on la nomme justemeat colonne. Maltiplie 
la colonne par la moitié de la base, c*est-4-dire par 7, ta obtiens 84 et c'est 
la mesure du triangle ^. Void la figure 



«« 




9 i4 5 

La troisième espèce; Obtusangle, C'est le triangle qui a un angle obtus. Ce 
triangle a pour chaque coté un nombre difii^rent; soit un de ses còiés six, un 
coté cinq, un coté neuf . Tu connaitras sa mesure par son masquèt al hadjar 
et sa colonne. Or le masquèt al hadjar intérieurement ne tombe que sur le 
plus grand còte'. Prends celuì-ci pour base. Si tu posais un des deax plus petits 
cdtés pour base^ le masquèt al hadjar serait projété en debors d*elle. Tu trou- 
veras son masquèt al hadjar et sa colonne, en suivant la méme marche que je 

1^^— ^^B^— ^M^—i ^^— ^^— ^— — M^^»^»^^^^^^— ^M^M^^^^^^— ^i^^^»^^^^^^b^-^l I é ■ ^^^m^^^^t^m^^^^m^^tmmmm^^^a^m^m^^m^^m^^^^i^^m^t^^^m^amm^^^m^^^^^ 

* Voici la marche suivìe par Mohammed ben Houssa : 

15> — (14 — a^)«=13> — a?» 
15> — 196 — «' + 28x e= 169 — ap» 
29 + 28 0;=^ 169 
28 a; = 140 
0? = 5 

Colonne = ^13»— 5» « ^144 « 12 

Triangle = 12 X ^ =» 12 X 7 = 84. 

Pour tronyer dans on triangle quelconqae le pied de la perpendicolaire abussée de l'oii des sommels, 
Behà Eddtn emploie la formule 

^ _ « {b-t-e) (6-g) 

Ponr a=:14» ò = 15. e = 13> cette formule donue 



'-■'-Wi—-^ 
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La haoteor et les troi cótés du (riangle sont les qoatre nombres entiers c<Mi8éciitifii, 12, 13, 
14, 15. Nous résnmerons ici les observations anxquelles ces mèmes nombres, qui se rencontrent daas 
un exemple de triangle donne par Brahmegupta, ont conduit H. Chasles (Aper^u hjstoriqae). «Ccs 
» nombres sont très-remarquables en ce qu'ils sont ceux choisis 4 plusieurs siècles d'interriille, non 
» seulement par les Hindous, mais aussi par Héron d'Alexandrie , Héron le jeune, les trois llb de 
» Moussa ben Chaker, Léonard de Pise, Jordan, Luca di Burgo, Georges Valla, TartaJea, eie » L'n- 
sage general de ciés trois nombres semblait dire qii'ils avaient une origine commune; mais M. Gbisles, 
en y refléchissant davanta^e, ne (arda pas à reconnattre que ces nombres n'(^fni«it probablement pai 
le^seconrs hi^toriques qu'il avait espérés d'abord. « En efCi-t, dit-il, on aura cherché natnrdlemeat, 
» pour les (rois cd(és du triangle à proposer en exemple, trois nombres pour lesqnels 1* ùre de ce 
» triangle, et conséquemment la hau(eur fussent exprimées en nombres ra(ionnels. Cette qnestUm se 
» réduit à cons(ruire deux (riangles rec(angles en nombres ra(ionnel8, ayant un cdté comman. Cesi 
» ainsi que Brabmegup(a a fait. Main(enant parmi (ous les systèmes de deux triangles rectan^les expri- 
» més en nombres rationnels entiers, e( ayan( un cd(é commun. on aura pris celui oli ces nonwres 
» sont les plus pe(i(s ; ce ont ceux qui ont pour cótés, le premier 5, 12, 13, et le second 9, 11, IS. 
» Placant ces deux triangles de maniere que leurs deux cd(és égaux se confondent, et qae les avtm 
» c6tes des angles droi(s soient dans le pro!ongemen( l'un de l'autre, on forme le triangle acntaui^ 
n qui a sa base égale à 14, e( ses deux au(res cótés égaux à 13 et à 15. G*est ainsi qne diffftnnts 
» géomètres, cbacun de son có(é, auront pu 6(re condui(s au triangle etprimé par les nombres 13, 
» 14, i5. » 
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t*ai enseignée dans Tacutangle, et par suite sa mesure. Voici la figure s 




Des cercles. — Nous avons termine Texposé de leurs proprìétés et de leur me- 
sure daas la première partie du livre. 

Soit uQ cercle dont le diamètre est sept deràa, sa circonfóreace sera viagt— 
deux deràa. Pour sa mesure, tu multiplies la moitie du dìamètre *; c'est-k— dire 
3 i par la moitié de la circoaférence dont il est ceiat, c'est~k-dire par li, cela 
fait 38§ , et c*est sa mesure. 

Si cela te plait, mulliplie le diamètre qui e^t 7 par lui— méme, cela fait 49; 
retranches-en son septième et soq demi-septième, c'e^t-k-dire io s» il reste 38 |, 
et c'est la mesure. Voci la figure : 




Si Ton dit : dans un pilier pyramidal la base est quatre deràa par qua tre deràa, 
la hauteur dix deràa, et la té te deux deràa par deux deràa. Nous savons bien 
que toute pyramide entière a la téte terminée en pointe, et que un tiers de 
la mesure de sa base multipli^ par sa colonne, c'est sa propre mesure. Gomme 
ce piliei>-ci n'est pas termine en pointe, nous voulons savoir de combien Téle- 
ver pour r^tablir la téte, car il n*a pas de téte. Or nous avons appris que le 
dix est a la hauteur totale comme le deux est au quatre; mais le deux est la 
moitié dn quatre, donc puisque cela est ainsi, le dix est la moitie de la hau- 
teur. Et la hauteur totale est vingt deràa. Maintenant que nous connaissons la 
hauteur, prenons un tiers de la- mesure de la base, c*est 5 1 , multiplions-le par 
la hauteur qui est yingt deràa; cela sVlève a 106 deràa et f deràa. Nous en 
retrancherons ce que nous avions ajouté afin de le terminer en pointe, c'est-k- 
dire un tiers de la mesure s par 2 ^ ou i ^ , multipli^ par dix , ce qui fait 
13 et I . Et c'est Ik la mesure de ce que nous lui avons ajout^ pour qu'il fùt 
termine en pointe. Si nous enlevons cda de 106 deràa et | deràa, il reste 03 deràa 
et j , et c*est Ik la mesure du pilier pyramidal **, Voici la figure: 

* li est à remarqaer qae ni Mohammed ben Bf oossa, ni BehA Eddtn n'emploìent de mot simpie 
équÌTaient au ndtre, rayon. Ils exprìment touiours le royon, en disant demi-dianùtre. Les Hindous 
ont un mot eareata, ouTerture de compas, à la lettre éermitie, pour designer le rayon (p. 90 d^ Li- 
lavati de Bhascara.) 

** 10 : H : : 2 : 4 , H = 20. 

Pyr. entière = 5 j X 20 = 106 f 

Pyr. complémeutaire «fX10-13| 

Pyr. tronquée ou Pilier pyramidal «106 1 - 13 {-«93 1 » 
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Si la base de la pjramide était un terole, alors retranche du n^ultat de la 
multiplication de son diamètre par Ini-HDiéme, son septième et la moìti^ de son 
septìème; ce qui reste^ c'esL sa mesure* 

Si ToQ dit: une pièce de terre est un trìangle dont deux cdtés sont dix der&a, 
dix deràa, et la base douze deràa; elle est circonscrìte a une pièce de terre qui 
est un carré, combien chaque cdt^ du carré ? Pour le déterminer, il faut que 
tu connaisses la colonne du trìangle; multiplie la moitié de la base , c'est-a— 
dire six, par elle— méme, ce qui donne 36» retranche cela de Fun des deux plus 
petits cdtés multipli^ par lui-méme, c*est-a-<lìre de loo, il reste 64^ prends-^n 
la radne, 8; c*est la colonne. La mesure du trìangle est 48 deràa, résultat dela 
multiplication de la colonne par la moitié de la base, qui est six. Nous posons 
un des cótés du carré, chéjr (x); nous le multiplions par luì-méme, il en résulte 
mài (x\ nous le gardons. Nous savons qu'il nous est reste deux trìangles aux 
deux còtés du carré, et un triangle au-dessus de lui. Or les deux trìangles fixés 
aux deux cdtés du carré sont égaux entre eux, leurs colonnes étant les mémes 
et formant entre elles un angle droit. Leur mesure, c*est que tu multiplies chéj 
par 6 moins | chéjr^ ce qui est 6 chéjr moins j mài-, telle est la mesure de la somme 
des deux triangles qui sont fixés aux deux cótés du carré. La mesure du trìangle 
place au dessus^ c'est que tu multiplies huit moins chéy^ qui est sa colonne, par la 
moitié de chéjr, C*est quatre chéj moins un demi mài, Tout cela additionné ensem- 
ble c'est la mesure du carré et la mesure des trois trìangles; et c'est dix chéj; Tu 
l'égales avec 48^ qui est la mesure du grand trìangle. 11 suit de Ik quun chéjr 
est 4 derda et | derda. Et c'est Ik chaque coté du carré *. Voici la figure: 
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* *•=• y^lÒ»— 6»« ^64 «8 
S«8X6«48 
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ESTRATTO 

DI 

UNA LETTERA SCRITTA IN LINGUA ITALUNA 

ua& *y gennaio ^S((^ 
DA 

BERNARDO UlEMANN 

AL 8IG. PROFK880RB 

ENRICO BETTI (•) 



. .. . . Per trovare 1* attrazione di un cilindro omogeneo retto ellissoidale 
qualunque, io considero, introducendo coordinate rettangolari «, ^y %, il cilindro infi- 
nito limitato dalla diseguaglianza: 

* a" ò*^" 

ripieno di massa di densità costante: -hi, se 2 -^O , e di densità: — 1, se z>>0. 
Allora se poniamo, come è solito, il potenziale nel punto «, ^^ % eguale a V e : 

dV „ dV_-. dV - 

di^^' dy"" dl*"^' 

si ha per z»0, Y«0, X»0, Y => 0. 
Z é eguale al potenziale dell* ellisse: 

»* II* 



C) La Scienza deplora altamente la perdita dell* eminente geometra Tedeaoo avvenuta in Italia il SO 
Loglio di qaeit^ anno 1866. 

Tom. Tll. R. e. 36 
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eolla densità 2, e si trova col metodo di DtricUei, se denotiamo con 9 la radice 
maggiore dell'equazione; 



con D: 



J. » 



X ed Y si possono determinare dalle equazioni: 

dX^dZ ^^^ 

dz éx^ é% dy 

e dalle condizioni: 

X«0, ¥ = 
per z = 0. 

Per effettuare questa determinazione conviene di sostituire invece di 4 1 > 2 | 

esteso per il contorno intero di un pezzo del Piano degli «, che contiene il valore a 
senza contenere verun altro valore di diramazione di discontinuità della funzione 
sotto il segno integrale. Se denotiamo le radici di F =» in ordine di grandezza 
con V9 9', 9", questi valori sono tutti reali e in ordine di grandezza : 



in modo che: 



Posto: 



V 



V 



viene 



, 0, a', — ò% a", —a\ 



>^ > — Q >c >— a. 



s 



« /vis — «•j 
dX_dZ r«H^tt — «rid* 
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^. 5^_ _ 2^a?(a'+ s)"*" (ò*+ «r d« = 4aò«d \/K±I. 

^V' V a -f- « 

Dunque si trova per integrazione parziale: 

-, 2abxz C /b* -i-s , . -*^ 



Se si prende la via 'dell integrazione come nella espressione di Z il valore del- 
l' integrale sodisfa sempre alla condizione : 

dX dZ 

dz do?'' 

ma può differire di funzioni "di a? e di j^ , la funzione sotto segno integrale essendo 
discontinua anche per t <= 0. Dunque occorre una determinazione ulteriore della via 
deir integrazione. 

Nella espressione di-r~ = v-la funzione sotto segno integrale é continua per 

112 a«B 

5 e ; dunque il pezzo del piano degli 5, per il cui contomo T integrale è esteaOi 
deve contenere s s= 9 e può contenere no .^ = , ma nessuno altro dei valori 
sopra notati. Nella espressione di X questo pezzo deve essere determinato in modo 
che X sia s= per z = ; e afGnchè ciò avvenga, dovendo contenere s = 9, deve 
anche contenere la maggiore radice di fó = ^la quale è la maggiore radice di 
I «= , se 

ed è = y se : 

ma nessun altra radice di tó =» Q. Perchè per z s= le radici di F = coincidono 
colle radici di fó = , e se la via dell' integrazione passasse tra due valori di di- 
scontinuità che coincidono per z =» 0, dovrebbe per z = passare per questo valore 
in modo che l'integrale nella espressione di X diverrebbe infinito ed il valore 

non ostante il fattore % rimarrebbe finito 

Vostro aff™* Amico 
Rt^niciitn. 
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MOIO DI ON PCNTO MATERIALE 

hXmOO 0N ARCO 

DELLA LEMNISCATA BERNOULLIANA 

NOTA 

DI M. AZZARELLI 



1. n Bonali nel Loglio del 1780 pnbblictTa in Ferrara una sua memoria nella 
quale, sotto il titolo di nuova curva itocrana prendeva a determinare quella linea 
per la quale cadendo lungo e$sa un corpo per qualunque arco impiega un tempo 
eguale a quello che impiegherMe cadendo lungo la corrispondente corda facendo 
iegaito alle curve ieocrona, e paracentrica proposte per la prima volta da Leib- 
nino (*). 

Prendendo per asse delle ascisse la direiione della gravità ed una perpendico- 
lare a questa per asse delle coordinate il Bonati trova l'equazione 

che è quella della lemniscata bemouUiana riferita alle tangenti condotte pel suo cen- 
tro o punto duplo. Data la costruzione per punti di questa curva, e dimostrate va- 
rie altre sue proprietà giunge ad assegnare la pressione contro la curva medesima. 
Il Saladini, nel tomo primo delle memorie dell' Istituto pel 1806 in Bologna, 
Classe di Fisica e Matematica , prendeva a risolvere il problema inverso rispetto queUo 
del Bonati , supponendo cioè la lemniscata bemoulliana dimostrava che l'arco di que- 
sta è percorso nello stesso tempo della corda che lo sottende trattando quindi anche 
il problema del Bonati. 



(*) Corta iioaoiia è qoflUa i cui ardii aono tatti perooni in tempi agoali: paraeentriea poi è qmXU 
taofo la quala eadeado un «orpo ai diaooata od afvidiia agnaloMDtv ad nn dato punto in tonpi cgoaU. 
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Noteremo ancora che di questo problema del Bonjiti sotto il titolò di una pro- 
prietà meceanica della lemniscata, n'è stala data una soluzione molto elegante dal 
Serret nel tomo IX del giornale di Matematiche pare ed applicate» pubblicato da 
IT. I. LioQ ville, prima serie. 

Noi prenderemo qui a trattare la medesima questione tanto diretta quanto in- 
versa, proponendoci però dedurla dalle formole generali del moto lungo una linea piana, 
facendo astrazione da qualunque resistenza. Sarà questo un utile esercizio di calcolo 
per quei giovani che sono nuovi nella scienza e pei quali soltanto è intrapresa tale 
applicazione. 

2. Abbiamo generalmente pel moto di un punto materiale lungo di una linea 
piana qualunque, le due equazioni 

(i) 

ove X, Y sono le forze acceleralrici parallele agli assi coordinati, e ^ é la forza che 
ad ogni istante del moto produce il medesimo effetto della curva, o la pressione di- 
retta in senso contrario, onde render libero il sistema. 

Supporremo qui che agisca la sola gravità ed al tempo stesso, facendo uso di 
coordinate polari, porremo 

x = rcùs ^9 y ss r sen f 

ove f designa l'angolo che il raggio vettore r forma coli* asse delle ascisse. Deri- 
vando queste relazioni rispetto il tempo avremo 

dx dr rdo 

--— E=s -— cos 9 ~ sen o 

di di ^ di ^ 



dif dr rd? 

di di ^ di ^ 

d*« dV «.drdo rd*o rdo* 

d'i/ dV ^drd© rd*(p rdo* 

5^ - jP sen , ^. 2 -^cos , H-^co. , - -jl-sen, 



(2) 
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e quindi per le (1) le seguenti 

dV ^drd© rd*9 rd?* , dii 

(3) 
dV ^ drdcp rd*9 rdo* . dd; 

3. Da queste eliminando k con moltiplicare la prima per -j- e l'altra per j^ 

d^ Qt 

e sommando troviamo 

drdV rdrd(p" r'dcpd'^ d^ 

"dF" "*■ "d?~ "^ ""dP ^dT 
che può mettersi sotto la seguente forma 

2dlVd</^2dlVdi*; ^ dt ^ 
onde integrata e sostituito il valore della x ci dà 

dr" r"d(p" ^ 

ma essendo 

dr*4-r*d9*==d«' 
sarà 

— = 2^cos<p-+-C 

ma quando I «= 0, supposto che il polo sia su dì un punto della trajettoria, e sia 
pure u 63 » risulta G =3 , e perciò 

jji=2(^cos9n (4), 

(*) La (4) può dedoni daUe (l) eome ùegue : essendo nel caso attuale 

d*« , dy d*ii , da; ,. ,, 

si moltìplicbi la prima per dv e la seconda per dy e si sommino, e sarà 

doDA*x -+- dtid'ii 

— w^^^'^ 

la quale integrata così che ad x = , corrisponda « *» 0, troviamo 
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la quale lia luogo pel moto lungo qualunque linea purché agisca la sola graTità. 
Da questa equanone risulta che data la linea vem ridotto a due il numero delle 
▼ariabilì tanto che le coordinate sieno polari quanto rettilinee, e Ticeyersa data al- 
cuna proprietà del moto può ayersi la linea per la quale questa proprietà si Te- 
rifica. 

4. Suppooiamao ora che si abbia una lemniscata bemoulliana per la linea che si 
deye p e i c orr er e; chiamando a il suo semiasse, Tequasione polare che la rappresenta é 

1^=» o'cosStt, 

intendendo essere o* l'angolo che il raggio Tcttore forma coli' asse o. 

Se peraltro diciamo A il punto duplo ddla curva, e per questo intendiamo con- 
dotte le due tangenti» esse sono tra loro perpendicolari, ed ognuna forma un angolo 
temìretto coU' asse della curva. Indicando con AX, AY queste tangenti, siqiporremo 
che AX sia diretto nel senso della gravità, prendendolo nel tempo stesso per Passe 
polare, onde detto 7 l' angolo che il raggio vettore r della curva forma con esso 
aviemo 

-e quindi 

f^=a*sen 2^ 

per l'equazione polare della curva. Se di questa ne prendiamo i logaritmi neperiani, 
« differenziamo, sarà 

^ rdycos8y 
sen Sf 



onde 



e cosi la (4) si muta in 



4aUa quale 



d*»=.dr*4-r»d^»-^; 

^ senSf 

^ i ^ ^ =? Suo cos • Vscn %m 



"-IVI 



i ^f 



(6). 



9 «»?\/sen9 v^sena? 
5. Per integrare facilmente questa funzione si trasformi nella seguente 



"-iVì 



o.. d? 



ìf ^ g sen^f cos^.f 
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ere molliplieali i due termioi per co8^<p abbiamo 

2^ ^ Q Wetftf C08*« 



g wetrtf cos ^ 



OTVcro 



il coi integrale é 






e perehé al prìneipio del molo abbiamo 

lsO, f=»0, cosi G»0» 
ed il valore del tempo della discesa per l'arco della proposta canra é 

l«2Ìi/?lan|^? (8) 

A questo medesimo risultato si può giangere ancora come siegoe : 
Ripresa la (7) si ponga per comodo 

sen^f cos^f 
e si faccia 

860 f =» s « 

con che trovasi facilmente 

Per far dipendere questa funiione da un solo irrazionale si ponga 

e si otterrà 

""* 7 ^1» 
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che poiift aoUo b foima del bÌMMÙo imnoBale* qule è 

te = 2*«-Mii («-^—1^ 
miiirfi alla tùmàmmt per eawre rìdouo a fòma ranoarie; e peitiè fella 

te--2*5 
da en 

^^ 

<nre mni aggwngiaB» eOBlante peitliè sap|Mamo die deye eaMr mdla. 
Ma 

» aen* 

ed 

I t 

- « UdiS 

code 

•i=2*laiig't, 

die Matitoilo oUeoiamo in medeaiiiio risultato. 

5. S' inmiagiiii ora condotta la eorda tra i due pantì 

r«sO, f=30, ed r , j 

aTTertendo die lango dì essa la gravità relativa è ^cosf : chiamando t ìì tempo 
die s'impiega a percorrerla, abbiamo pel moto tmiformamente accellerato 

of'coso 

— a- 

dalla quale 

ove sostituito il valore di r appartenente alla femniseata, otteniamo 



t 



/aa^Qseoycosy^aK/^tanA 
V gcos^ V 9 



onde essendo I » 1*» ha loogo il seguente : 

Um. TU. M. s. lY 
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Teorema =^ Lorchè un corpo scende lungo V arco della lemniscata bernoulliana 
avendo princìpio il molo dal punto duplo, o lungo la corda che lo sottende, impiega 
il medesimo tempo. 

Corollario = Il tempo è nullo quando f = ; poiché allora il punto materiale 
sta nel principio del suo molo : però onde esso punto possa percorrere 1* arco della 
intera lemniscata compresa nella regione positiva degli assi, converrebbe porre 9 «90% 
ma allora risultando 1 = ao ne dobbiamo concludere che il punto materiale quando 
parta dal centro della curva non vi può ritornare. 

6. Dalla espressione del tempo deduciamo 



lang(p=^l*=.»U* 



facendo per comodo n = -^> 



Sa' 
Di qui facilmente 

sen f cos 9 1_ 



e quindi 



e cosi 



ni* 1 

sen 9 cos 9 = —f- =b — , ,_ 



*— 2o' 

^ ~" ru^ -h n""* r* 



per la quale il raggio vettore della lemniscata è dato in funzione del tempo. 
£ facile riconoscere che questo raggio vettore diventa massimo quando 



-r>Ji 



mentre il suo denominatore per questo valore è un minimo. 

7. Per riconoscere ch'è la sola lemniscata quella linea che gode della dimostrata 
proprietà si proponga il seguente: 

Problema. Determinare quella linea per la quale scendendo un punto materiale 
per Fazione della sola gravità impieghi il medesimo tempo tanto a percorrere Tarco 
quanto la corda che lo sottende. 

Il tempo impiegato a scendere per un arco di una curva piana è dato da: 



V^}^' ^'^ 
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€ome scende dalla (4), mentre x = reo8(f e perchè la velocità é sempre dovati 
air altezza, che nel caso nostro è l'ascissa: il tempo poi che s'impiega a scendere 
per la corda che lo sottende è 

^=^^x^^ (•) (10) 

V9 V* 

essendo « , y le coordinate del ponto al termine del tempo l. Eguagliando le (9) 
e (10) si ha 



4: C^ = j^xV^^?H^ 



dalia quale differenziando deduciamo 

«d« Va?'+-y* = {a? — y*) da? -f- 2«|fd{f . (1 1) 

Per integrare questa equazione porremo 

jDesrcosf, ys=rsenf 
dalle quali 

d« ss dr cos f — rd^ sen 7 

dy = dr sen f + rdf cos 7 
che sostituiti nella (11) si otterrà primieramente 

d5 cos 7 = dx cos 2(p + dy sen 2^ 
e quindi 

d« cos f = dr cos f + rdf sen 9 

dalle quali quadrando si deduce 

(d«* — dr") eos\ — r^d^* sen*^ = 2rdrd7 sen ^ cos ^ 
«d 

réif cos 2f = dr sen 2f 

ove separando le variabili si ha 

dr d(p cos 2f 

r sen 2^ 

(') Poiefaè nel moto luiiiMmiefflente acoèlento ritenute le oonsoete denoniiiazioiii abbiuio 

tt'st %gSf tt « ^ 
4idk|qiiali ftreUiMiile 

2j 
l = — • 



292 ANNAU DI MATElfATICA 

il eoi integrale è 

log r => - log sen 2f -4- log a 

ed in fine 

f^= a'sen 2^ (12) 

die rappresenta la lemniseata solita. 

Può ottenersi l'integrale della (ti) anche nel modo segoente:si ponga 

dalle quali 

d{f s= %dx -h 9à% 

ydff «- ifxdx + aftd% 
che sostituiti danno 

VT+T ^d^ (1-f. sP) H- 2xxóxA% 4- «*d««« (1 -h «») d« + 2j»ds 

Quadrando e riducendo si trova 

(1 — 30 ^««= 2 (1 + s^xd« 

ove separando le variabili si ha 

^ dx é% i%é% 
2—= —-3 

X % i + r 

perchè 

1—3»» 1/1 A% \ 

«(!-+- %')^%\% nr?/ 

Integrando e notando per a la costante è 

«* (1 -+- «*)"= 2a*« 
e perchè 

cosi 

(«*-f-y*)*=2a*«y, 

che rappresenta l'equazione della lemniscata quando gli assi coordinati sono le tan- 
genti che passano pel punto duplo. 

8. Ripresa la (4) e rappresentala per u la velocità in un pupto qualunque del» 
l*aroo della linea percona avremo 

tt'sa ^gr cos f 
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ove «Mlitailo il valore della r dedotto dalla (5) sarà 

«*=s %ig cos f ^senSf 
dalla qaale 

u*^2ag^X 8en*f cos*^ (13) 

onde la velocità essendo nulla tanto per 7 ■=> 0» qaanto per f «s 90% tra questi li- 
miti yi deve essere nn valore di j pel quale la velocità sia massima. Dalla (13) 
coi noti metodi deduciamo 

cos'f t=* 3 sen*f 
da cui 

n corrispondente raggio vettore sarà 

e la Teloeili mamima propria di questo paolo è data da 



*/27 



ed il tempo impiegalo per acqaistare questa velocità è rappresentato da 

9. Per determinare la fora k pressione si riprendano le (3) e si moltiplichino 
rispettivamente per 

dy dx 

dF' di 

e si sottraggano» quindi riducendo trovasi 

fd* (2dr*-h r*d(p*) -h r (drd*<p — d«pdV)"l dy . d« 

-^l — — d? J ^ ^dT"^ *dr 

Se ora dicasi p il raggio di curvatura al punto di coordinate r , ^ sappiamo essere 

t 

(dr*-f- r'dy*)' 

^ "" d9(2dr*4- t^àtf*) 4-r(drd>-d<pdV) 
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e eosl dalia eoesistenza di queste due equazioni dedarremo 

d<* dtf , ds 

e perché 

às ss «di 
eod oltemamo 

* — j-9't <•) <*♦) 

nella quale dovremo aoslituire gli elementi che appartengono alla lemniscata. 
10. Per questa linea abbiamo primieramente 

8en^2f ' 

quindi essendo 

{f^rsen^, ed r =:a sen*2f 

differenziando otterremo 

_ fldy sen 3y 
^ 8en**2(p 

e perciò 

dii 

^ = sen 3flp. 

ds ^ 

Pel raggio di curvatura, prendendo 7 per variàbile principale» avremo in generale 

f^ "" d^ (2dr*-f- r»d9») — rdfdV 

(*) QoeiU medfliiiiit eiprevlone poò dedonl ancora nel modo iogaonto: moUiplkando la prlm 
dallo (iX per dy e la seconda per de e fottraendo otteniamo 



dtfd*« — d«d*lf , . ^ 

-2 jjp ^=» ^djf -h M$ 

mi 

ds" 

^ éxé^y — dffd x 
dnaqiie otiMiiaiBO 



fidi* ^ds 



• pwchè^—ti, così torta la H^ 



n3Uk BD AFnjCàTA. 



V; HfV==-^(i 



On 



pd TaloR A f die si 4c4«ee et 
5 cQS^ -- 6 9eii> = 

5 "~ 6 ~~ii 



5 _. « ^5 



ci a fM TalOR HMÌM è islO di 



il ^V«« 



D TaloR 4eBa pnaìMc cornspoodeBie alb Manna Tdoeilà sì oltìsM 
f -= Mt, e cori Ifforan 

ti. MerìU di esser eonsidenlo caso di Vs= perdiè in (|veslo hn^ fl pmto 

b cvra, e cosi ka loogo la spì c gan oB e del Talora iafioilo soUo 
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il quale si presenta il tempo ($.5.) onde il ponto che si muore ritornasse al loogo 
di partenti 
Ora ponendo 

15 sen f cos^f — sen'^ «^ 
dedneiamo 

sen*y cos^y f 

e quindi 

}JiS i 

sen^^-Lj-, cosf«=2> 

onde è operaxione assai facile determinare il luogo della data lemniscata nel quale 
essa viene abbandonata dal punto che si muoye per la sola aaono della 
n valore del raggio vettore r corrispondente a questo punto è dato jda 

r»=» a'sen 2^«ar — t— , 

e quello deUa velocità dalla quale il punto materiale è animato sarà 

ti'as -^ 

4 

che è diretto secondo la tangente la traiettoria in esso luogo* e perciò il punto 
terìale descriverà una parabola di determinato parametro. 
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RIVIST4 BIBLI0(il4VICA 



RISOLUZIOINE DI UN PROBLEMA 



ttELATITO 



ALL'EQUAZIONI DI TERZO GRADO 



1. Data un'equazióne generale di terzo grado determinare un' altra equazione, 
le radici della quale siano eguali al rapporto di due qualunque della proposta. 
Solutione. Prendiamo un'equazione di terzo grado della forma generale 

aaj^-h 3te*-f- 3<»+ d == (1) 

e siano «, ^, y le tre radici, é evidente che le nuove radici y della trasformata sa- 
ranno 

a fi a y fi y 

2» -> -> -> -> 
p a y a y 



e la relativa equazione ascende al sesto grado a radici reciproche. Per mezzo delle 
funzioni simmetriche si potrebbero calcolare i coefficienti della nuova equazione, ma 
facendo uso dell' eliminazione si rende più semplice la ricerca della detta equazione. 
Infatti osserviamo che se x sia la radice dell' equazione (1), e chiamando y il rap- 
porto di due radici, il prodotto xy sarà pure radice delk (1) per cui sussisteranno 
le due equazioni di terzo grado 

a^s^-h 3^V-h Zcxy -f- il » 

L'eliminazione della x fra queste due equazioni porgerà la nuova equazione di se- 
sto grado in ]f ed a radici reciproche. 

Tom. ¥11. N. (. 38 
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2. Date d' altronde due equazioni di terzo grado 

è noto che dall'eliminazione si otterrà la risultante 

G^-^- MG*— (HN -h 2KL) G -+- (K*— MN) H-f- L»N = 

ove per brevità si pone 

G=.AT)-Aiy, H^AB— Aff, K = ffD— Biy 

L«A'C — AC', M = B'C — BC', N = C'D— CIX 

Nel nostro caso 

A = a, B^Zb, C=3c, D^d 

A'=ayS B'=3V, C'=3cy, ìy= d 
e si troverà 

G = a<i(y'-1), H = 3ró^(y — 1), K=3W(y*— 1) 

L = 3acy (y*- 1), M = 9ftcy (y - 1) , N«3cd(y— 1). 

quali valori sostituiti nella risultante, sarà divisibile per {y — 1)^, ed otterremo 
r equazione 

oV (IH- y +y")^H- 9bcaVy (l-f- y -i- y")*— QòcaVy* (1 -f- y -*- y") 
— 18òca*cPy(y-»-l)'(l H-yH-y*)H- 27róVyMy4-i)" 
— Sloft^c'rfy^H- 27a*(fc3y* (y •+■ 1)*= 
Ordinandola rispetto alle potenze della y, si trae 

aVy«-H 3 (aV— 3oòod) y*H- 3 (2a»(P— 15o^ -f- 9*'<l ■+■ 9ac^)y* 

H- 3 (2o*<l*— 15aM ■+■ 9Pd -H 9ac') y'-f- 3 (aV— 3o^) y -h a»(P= 

e come ognun vede é un'equazione di sesto grado a radici reciproche, e la sua 
risoluzione dipende da un'equazione di terzo grado. Intanto osserviamo che la so- 
stituzione di y = 1 indicherà la condizione, onde due per lo meno delle tre radici 
a, ^, y siano uguali fra di loro, ed il primo membro della precedente equazione 
tolto il comun divisore 27 diverrà 

D = a'rf*— òabcd -h Ab^d -H Aah — 3ò V 
e ehe rappresenta il noto discriminanie delle forme ed equazioni di terzo grado. 
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3. Per ollenere Tequazione di lerzo grado dipendente da quella di sesto grado 
a radici reciproche pongasi 

y + ^ = ^ , if" -I- ^. = »" - 2 , y3 ^^ i^ _ ,3_ 3, 
mentre dividendo l'equazione per y^, otterremo 
av(t/'-4- ^ 4-3 (o'rf"-3aòc)^t/*-h ^^ 4-3 (2oV-15okrfH-9ft3^4-9ac3)/^y -h i) 

-f- 7oV— 54oòcrf -H 54^3d 4- 54ac'— 81fcV= 
Sostituiti i valori in funzione della z, ed ordinata rapporto alle potenze di z , si avrà 
oV»34- 3 (a*<P— 3afccd) x'4- 3 (0^"— 15oftcrf 4- 9ft'd 4- 9ac') 2 
4- a*d»— Z^abcd 4- 545'^ 4- 54oc3— 81ftV==. 

Qui pure la condizione onde per Io meno due delle tre radici «, ^, y siano eguali 
sarà col fare 2 = 2 e si trova la condizione di sopra pel discriminante nullo. Tali 
sono le differenti equazioni, dalle quali si riconosce la formazione del discriminante 
si utile nella teoria dell* equazioni. 

4. Aggiungiamo infine come si esprimano le tre radici a, |3, y per mezzo del rap- 
porto generico t/. A quest* oggetto riprendiamo le due equazioni 

(1) aaj'4- 3te*4- 3ca5 4- d = 

(2) at/V4- 3fct/V4- 3qfaj 4- d =0 
sottratta una dall' altra abbiamo 

(1) — (2) = (mjMI -^ f) + 3fcaj* (1 — t/») 4- 3caj (1 — y) = 
la quale divisa pel prodotto x(\ — y) diviene 

(3) aoj' (1 4- y 4- y') 4- 3te (1 4- y) 4- 3c = 
Similmente moltiplicando la (1) per y*, e sottratta dalla (2) darà 

(1) y'— (2) = Ux' (y^— y") 4- 3caj (i/^— 1/) H- rf (i/'— 1) = 
e diviso per y — 1 si riduce a 

(4) 36y»aj*4- 3cy (1 4- y) « 4- d (1 -h y 4- y*) = 



300 ANNAU N MATEMATIGA 

MolUpUeaiido infine la (3) per 3^, « I« (♦) P» « (1 -f- f H- f*) e toUneadole n 
avri 

(3)3V-(4)a(l-hfH-,^ = 

«^f^(i-+-f)« — 3fl«f(l -*-y) (i -f- y H- f^ «-i- «*cf — «1(1 -f-f -t- /)•— 

d'onde per la j; si trova 

1 od (1 -h f -^ y^'— 9fcy* 

'"'y(i-f-y) '9^y — 3iu;(lH.f-*-y") 
e potri rappresentare una radice « della (1): per le altre doe radiei 0, /, si ayri 

ed a ridoziooi eseguite otterremo 

'^ *^ 14-y 'Q^y — 3iu;(l +y-4-f') 

^ ay\ ^Vy-^^aeii-hy-hf) ) 

Se nei ritroyati valori di a, ^, y si ponesse y =s 1 vi saranno par lo meno due ra- 
dici egoali, e le avremo tutte sotto forma razionale 

^ 1 ad^bc 1 Mfc — 3f^ — (fd 

*^^='2-i*=rir' ^=i P=r5^^ 

In questo caso è nullo il discriminante, e di più può scriversi sotto la forma. 

{ad — bc)* - 4 (^- oc) (c»-^ W) = 
quindi eliminando dai precedenti valori di «, ^, / il denominatore b* — oc si trae pure 

2 (e*— M) 



« = P 



(ui — cft 



1 4 {Aabc - 3^^ — a*d) e^ U) 
^^a' (ad-'bcY 

I precedenti sviluppi algebrici sono slati suggeriti dalla lettura di un'articolo che 
trovasi in un periodico inglese sotto il titolo The Educational Hmes journal of the 
College of Preceptofs August 1866 Questìon 1983 pag. 108 (Proposed by W. Lea). 
Solution by the Rev. Robert Harley F. R. S. , ed ove si trovano le tre radici x 
e9presse per il rapporto y, l'equazione reciproca di sesto grado, e la sua ridotta di 
terzo grado: e la condizione del discriminante nullo nel caso di radici eguali 

Roma 31 Agosto 1866. 

BaeNABA TOETOLINI. 
^ ^ 
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